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«Teoria produce o impresie cu atit mai puternică, 
„cu cit sint mai simple premisele, cu cit sint mai 
diferite obiectele între care stabileşte, legături 
si cu cit este mai largă aria οἱ de aplicabilitate. 
‘De aici, puternica impresie pe care a produs-o 
asupra mea termodinamica clasică. Ea este singu- 
: ra teorie fizică cu conţinut universal de care sint 
convins că, în limitele aplicabilitáfii noţiunilor . 
ci de bază, nu va fi niciodată răsturnată (spre 
buna știință a celor care sint sceptiei ma prin- 
` eipiu).» 


“ALBERT EINSTEIN 


PREFAŢĂ 


În etapa actuală a crizei MOAN ene? ΗΝ si de materii prime, 
se impune cu acuitate cunoașterea proceselor de generare, transformare 
$i regenerare a resurselor energetice si minerale din crusta terestră. 
Aceste procese pot fi complet determinate, atît global cit si local, numai 
printr-o interpretare termodinamică adecvată pentru reprezentarea: lor 
corectă, din care trebuie eliminate definitiv metodele si schemele de 
calcul empirice a căror justificare fizică este insuficient aprofundată. 

Termodinamica cruslei terestre se prefigurează cu intensitate 
crescîndă printr-o serie remarcabilă de contribuţii Stiintifice, dispersate 
într-o literatură geologică si geofizică din ce în ce mai vastă şi 
mai variată, astfel tnett sintetizarea lor într-o concepție unitară 
cuprinsă în volumul redus al unei singure cărti este imperios necesară 
pentru toti specialiștii angrenafi în cercetarea geologică și în valorifi- 
carea resurselor geotermale şi minerale. Cu intentia de a sprijini 
aceşti specialişti în activitatea lor, Editura tehnică, prin redactia Geo- 
logie, m-a încurajat să scriu prezenta carte în care incere să concentrez 
rezultate caracteristice ale unui efort susținut de simplificare prin 
unificare ; şi gener alizare pentru desăvîrşirea EU aplicarea termodinamicii 
crustei terestre, in calitate de inginer geolog si doctor inginer in hidraulică, 
subterană, er escut la scoala profesorilor Al. Codarcea, G. Murgeanu și 
Iul. Gavat în spiritul marilor îmaintași ai geologiei românești, cu 
aureola pr oprie de știință recunoscută şi după ce generația lor a apus. 
Căutind să relev eleganța și eficienţa termodinamicii crustei terestre, 
am avut revelația de a găsi răspunsuri la o serie de întrebări extrem 
de dificile şi de actuale pe plan mondial, dintre care se menţionează 


E 


următoarele: cum se poate reprezenta crusta terestră ca un sistem 
termodinamic si cum se poate determina starea sa termodinamică ; 
care este. interpretarea. termodinamică adecvată pentru reprezentarea 
corectă a proceselor geologice, inclusiv a celor tecionice și structurale; 
cum se prezintă principiile fundamentale si relaţiile termodinamice 
pentru crusta terestră; ‘cum se: propagă căldura si cum se poate evalua 
flucul de căldură dinspre sursa magmatică a unui corp intrusiv (dyke, 
sill, neck, lacolit etc.) ; cave sînt posibilităţile de determinare a hidro- 
termoconvecţiei ; cum se pot identifica sistemele hidrotermale subterane 
şi, cum se poate prevedea comportarea lor in exploatare; care sînt 
metodele de evaluare a resurselor hidrotermale si cum se poate stabili 
gradul de încredere in valoarea acestor resurse? | 

Pe baza informaţiilor disponibile pind in primăvara anului 
1982, am reuşit să includ în carte unele elemente privind repartiția 
locală, regională şi globală. a densității fluxului de termoconductie 
prin suprafata exterioară a. crusiei terestre, precum si distribuția 
resurselor hidrotermale pentru scopuri energetice evaluate pe domeniile. 
unor sisteme hidrotermale de pe teritoriul ţării noastre. Totodată, avînd 
in vedere posibilităţile actuale de creştere a ponderii de participare a 
resurselor hidrotermale $n balanta energetică a ţării noastre, am prezentat 


in carte wnele obiective imediate ale cercetării. pentru . cunoașterea si- 


valorificarea acestor resurse precum și unele măsuri pentru. creșterea 
eficienţei economice in valorificarea lor. -. .. Medio s ket 
-Cartea cuprinde. reprezentări. și. scheme de. calcul în. mare parte 
inedite, care sînt direct utilizabile pentru rezolvarea problemelor actuale 
de introducere în circuitul economie a resurselor termale şi hidrotermale 
ale . crustei „terestre. . Pentru, aprofundarea îmţelegerii. chestiunilor de 
termodinamică si pentru ilustrarea posibilităților. de folosire practică, « 
formulelor şi schemelor. de calcul, în carte sînt incluse 36 de aplicaţii 
distribuite cîte 4—6 la fiecare capitol. fut = Tar 1 
ses Am seris prezenta carte. de inițiere, fara îndoială criticabila $i 
deci perfectibilà, cu: speranta că voi reuşi să trezesc interesul specialis- 
tilor noștri. pentru punerea si rezolvarea problemelor de termodinamică 
„a crustei terestre, într-o asemenea măsură încît să asigure. prioritate 
ştiinţei româneşti într-un. domeniu de mare, interes: pe plan mondial. 
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Terrestrial. Crust Thermodynamies 


The processes of generation, transformation and regeneration 
of the terrestrial crust energy resources can be, both overall and 
local, completely determined only by a suitable thermodynamic 
interpretation, after eliminating the empiric or insufficiently justified 
from a physical point of view methods and ealeulation schemes, 
for a correct representation. | i | Prom 

„An increasing number of remarkable scientific contributions 
scattered in a vast and varied geologicaland geophysieal literature are 
outlining the terrestrial crust. thermodynamics. So, a synthesis of 
the mentioned contributions, worked out in an unitary conception 
and in the reduced volume of a book for the specialists in the field 
of geological investigation and capitalization of geothermal resources 
became peremptorily necessary. | 

The present book contains the results of an effort made by 
an engineer geologist, brought up at the school of the professors 
Al. Codarcea, G. Murgeanu and Iul. Gavăt in the spirit of the 
great precursors of the Romanian geology, in order to contribute 
to formation and implementation of the terrestrial crust thermody- 
namies. Trying to discover the elegance and the efficieney of the ter- 
restrial erust.thermodynamies, the reader of this book will find ans- 
wers concerning important questions, such as: how to represent 
terrestial crust as a thermodynamie system and: how to determine 
its thermodynamic state, what is the proper thermodynamic inter- 
pretation for a correet representation of the geological processes, 
including tectonical and structural, how to apply to the terrestrial 
erust the fundamental laws and thermodynamic relationships, how 
the heat is propagating and which way one can evaluate the heat 
flow from the magmatic source of an intrusive body (dyke, sill, neck, 
laccolithe ete.), what are the possibilities to determine the hydrother- 
moconvection, the way of identification of the underground hydro- 
thermal systems and of forecasting their behaviour, what are the 
methods for evaluating hydrothermal resources and the possibilities 
of evaluating the confidence degree for caleulated values? 

On the basis of the available informations-up. to the spring 
of 1982; in the book are included some elements regarding the local, 
regional and overall repartition of the thermoconduction flow 
through the external surface of the terrestrial erust as well as the distri- 
bution of the hydrothermal resourees for energy evaluated on the 
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domains of some hydrothermal systenis on the territory of the Socialist 


Republic of Romania. At the same time, taking into account the 
νι possibilities for increasing the weight of hydrothermal reso- 
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~ Thermodynamique de Ja croûte ferrestre .. 


Les processus de genése, transformation et régéneration des 
ressources énergétiques de la croûte terrestre peuvent étre complé- 
tement déterminés, tant globalement que localement, seulement 
par une interprétation thermodynamique adéquate pour-leur repré- 
sentation correcte, de laquelle il faut éliminer définitivement les 
méthodes et les schémas de calcul empiriques dont la justification 
physique est insuffisamment approfondie. Ms CT 

Par suite, la thermodynamique de la croûte terrestre se pré- 
figure avec intensité croissante par une série remarquable de contri- 
butions seientifiques dispersées dans une littérature géologique et 
géophysique de plus en plus vaste et variée. La synthèse de ces con- ` 
tributions dans une conception unitaire — comprise dans le volume 
réduit d'un seul livre — est impérieusement nécessaire pour tous 
les spécialistes travaillant dans la recherche géologique et dans la 
mise en valeur des ressources géothermales. 

Dans ee livre sont présentés les résultats obtenu par un effort 
soutenu de simplification par unification et généralisation pour 
Putilisation de la thermodynamique de la croûte terrestre par un 
ingénieur géologue formé à l'école des professeurs Al. Codarcea, 
G. Murgeanu et Iul. Gavăt dans l'esprit des grands précurseurs 
de la géologie roumaine. Le lecteur du présent livre peut 
trouver les réponses pour une série de questions extrémement 
difficiles et actuelles sur plan mondial, dont ou mentionne les | sui- 
vantes : comment peut-on représenter la croûte terrestre comme un 
système thermodynamique et comment peut-on déterminer son 
état thermodynamique, quelle est l'interprétation thermodynamique 
adéquate pour la représentation correcte des processus géologiques, 
y compris de ceux tectoniques et structuraux, comment se présentent 
les principes fondamentaux et les relations thermodynamiques pour 
la croûte terrestre, comment se propage la chaleur et comment peut-on 
évaleur le flux de chaleur de la source magmatique d'un corps 
intrusif (dyke, sill, neck, laccolite etc.), quelles sont les possibilités . 
de déterminer l'hydrothermoconvection, comment peut-on identifier 
les systémes hydrothermaux souterrains et comment peut-on prévoir 
leur comportement pendant l'exploitation, quelles sont les méthodes 
d'évaluation des ressources hydrothermales et comment peut-on 
établir le grade de confiance des valeurs de ces ressources ? 
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Conformément aux informations existantes au.printemps de 
Vannée 1982, dans ce livre sont inclus plusieurs éléments concernant 
. la répartitions locale, régionale et globale de la densité du flux de 

thermoconduetion par la surface extérieure de la croûte` terrestre 
ainsi que la distribution des ressources hydrothermales pour buts 
énergétiques évaluées sur certains systémes hydrothermaux du terri- 
toire de la République Socialiste Romaine. En méme tcmps, en tenant . 
compte des possibilités actuelles d'augmentation.du poids de parti- 
cipation des ressources hydrothermales dans la balance énergétique 
mondiale, l'auteur prósente plusieurs objectifs immédiats de la re- 
cherche pour la connaissance et la mise en valeur de ces ressources 
ainsi que plusieurs mesures à prendre pour Taugmentation de Veffi- 
cience économique dans leur valorisation. 

Le livre comprend les représentations et les schémas de calcul, 
en grande partie inédits, qui sont directement’ utilisables pour la 
solution des problémes actuels d’introduction dans le circuit écono- 
mique des ressources thermales et hydrothermales de la croûte ter- 
restre. Pour une compréhension approfondie des questions de thermo- 
¡dynamique et pour illustrer les possibilités d'emploi- pratique des 
formules et des schémas de calcul, on a inclu dans ce livre 36 applica- 
tions (4—6 applieations pour chaque chapitre). 
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Notatii 


B = factor de neconservativitate pentru Eyer = căldurii 
c = căldură specifică (masică) 

cp = căldură specifică la presiune constantă | 

cp = căldură specifică la masă specifică constantă 


(fF = transformată Fourier 

(Fe = transformată Fourier prin cosinus 
CE, == transformatà Fourier prin sinus 
g = acceleraţie gravitational’ . 

L = lungime de interval, 

L 

M 


= transformată Laplace 
= grosime de strat 


fracțiune ocupată de componente dinamic active din unitatea de volum: 


Me 
P = punct. 
= presiune 


flux de căldură . 


= densitate a fluxului (flux unitar) de căldură 
= căldură a unităţii de masă 

= rază de influenţă termică 

= vector de poziţie 

re, z = coordonate cilindrice 


rd, rosin} = coordonate sferice . 

= temperatură 

= timp 

== impuls al unității de masă a componentelor dinamic active 
= volum 

= viteză de termoconvectie 

= viteză de termoconductie 

= lucru al unităţii de masă 


οκ a "|RSS OI 
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T, Y, 5 
XA 
4 
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= coordonate carteziene 


mărime intensivă 


mărime extensivă sau variabilă generalizată 

coeficient de dilatatic volumică izobară 

coeficient de compresibilitate izoterma 

entalpie liberă (exergie) specifică 

energie internă specifică 

entalpie specifică 

creştere a temperaturii faţă de starea iniţială sau de referință 
coeficient de conductibilitate termică 

productivitate de căldură a unităţii de volum 

probabilitate termodinamică 

masă specifica 

entropie specifică 

tensiune superficială 

energic liberă specifică 

coeficient de difuzivitate termică 

suprafaţă 

coeficient de difuzivitate hidraulică a unui acvifer 

factor de neconservativitate pentru curgerea apei subterane 
sarcină (cotă) piezometrică 
coeficient de conductibilitate hidraulică (de filtratie) 

modul de neconservativitate | a curgerii apei, subterane . 
debit 

debit unitar (pe unitatea de lăţime de front). al unui curent acviter 
coeficient de înmagazinare eficace | 

scădere a sarcinii piezometrice faţă de poziţia initial’ s sau ‘de referință 


viteză de transmitere a căldurii 
semn pus deasupra prin care se indică valoarea medie a unci mărimi 
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«Astfel fizieienii' secolului trecut au abandonat 
complet ideea unei structuri atomice a luminii. 
Însă, expulzate de optică, teoriile atomice se 
admiră de a repurta mari succese nu numai În 
chimie, în care au dat o interpretare simplă legilor 
proporţiilor definite, dar si în fizica materiei, în 
care au permis să se interpreteze numeroase 
proprietăţi ale corpurilor solide, lichide sau ga- 
zoase, Ele au îngăduit mai ales să se constru- 
iască admirabila teorie cinetică a gazelor care, 
generalizată sub numele de  ,,mecanieá statis- 
tică”, a permis să se dea un sens clar conceptelor 
: abstraete ale termodinamicii». 


LOUIS DE BROGLIE 


ll. Sistemul termodinamic al crustei 
„terestre 


Originea căldurii 


| Crusta terestră dispune de o importantă cantitate de căldură 
întreţinută prin participarea, energiei radiate de soare, a age be 
primite din domeniul suberustal şi a energiei conţinute în interiorul 
οἱ însăși (Chapman si Pollack, 1975 5 Lister, 1916 Pollack, si Chap- 
man, 1977; Lăzărescu, 1980)... 


ro radiata de soare , intr-o secundi este dis ordinul a 
1035, din care numai οσα 1,7 - 1017 ajunge, cu o intirziere de apro- 
ximativ 8,3 minute faţă de momentul emiterii, să fie interceptată, 
de planeta noastră. Din această căldură interceptată într-o secundă, 
οσα 0,7 +10!" J revine direct în spaţiul cosmic datorită reflexiei la 
incidența cu extremitatea exterioară a atmosferei, iar restul de cca 
10:10; pătrunde în atmosferă, in hidrosferă s şi in partea superfi- 
cială a crustei terestre. 


Căldura domeniului suberustal este remanentă din etapa pregeo- 
logică de evoluţie a planetei noastre (Lubimova, 1958; MacDonald, 
1959 ; Tozer, 1965) si provenită, cel putin. partial, prin. dezinte- 
grare radioactivă, bombardare. meteoritică $1 compactare gravi- 
tationala (Lăzărescu, ond Această căldură remanentá în domeniul 
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suberustal este distribuită în nucleu (centrosferă), în mantaua infe- 
rioara (mezosferă) si in mantaua superioară. În cadrul mantalei 
superioare constituite din roci ultrabazice evasitopite în astenosferă 
(zonă de viteză redusă a undelor. seismice) si cvasisolide în litosfera 
inferioară (fig. 1.1), propagarea căldurii se realizează atit prin con- 


“ Adincimea * ' Domeniul continental: +, Domeniul oceanic 
i km ] i 


o. A Vulcan 
UM Piura segimenieră ! 


Crust Discontinuitatea 
Mohorovičić 
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. Fig. 1.1. Sectiune schematicá prin mantaua superioará si prin crusta terestrá 


ductie cit si prin convecţie, determinind fie suctiunea locală si dige- 
rarea crustei (litosferei superioare), fie străpungerea ei prin mag- 
matism si vuleanism, iar la nivelul marginii exterioare a mantalei 
marcate prin discontinuitatea Mohorovitié, transferul de energie 
asigură încălzirea; ascendentă a crustei cu "intensitate remarcabilă 
prin: dorsalele medio-oceanice, bazinele marginale, arcurile insulare 

vulcanice, unitățile structurale afectate de «diapirism » al mantalei 
etc. (Cloos, 1939; Vening Meinesz, 1950; Artemjev si Artyushkov, 
1971; “Sleep, 1971 ; Asmus şi ‘Ponte, 1973 ; Burke si Whiteman, 
1973; Andrews şi Sleep, 1974; Dewey si "Burke, 1974; Falvey, 
1974 ; Karig, 1974; tow et al., 1914; : Bolli si Ryan, 1975; Kinsman, 
1975; McKenzie si Weiss, 1975; Burke, 1976 ; Rădulescu, 1976 ; 

Sleep si Snell, 1976 ; Davis si Lister, 1977 ; Lister, 1977; Pollack si 
Chapman, 1977; Adám, 1978; Uyeda, 1978: ‘Chapman et al., 1979 ; 

Horvath et al., 1979 ; Bott; 1981 ; Bridwell si Potzick, 1981 ; Duncan, 
1981; Hsui şi- Toksöz, 1981; Jurdy, 1981; "Zonenshain gi Savostin, 
1981). 
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Căldura generată in interiorul erustei terestre provine din alte 
forme de energie.(Kappelmeyer, 1979) în procesele care se desfi- 
şoară pe domeniul continental in păturile bazaltică, . granitică Și 
sedimentară, iar. pe domeninl oceanic în păturile bazaltică şi sedimen- 
tară (MacDonald, 1963; Forsyth şi Press, 1971; Wyllie, 1971; 
Herrin, 1972; MacGregor si Basu, 1974; Forsyth, 1975; Mercier 
$i Carter, 1975; Lubimova et al., 1976; Murrell, 1976; Lăzărescu, 
1980). La generarea de căldură în crusta terestră participă pre- 
ponderent energia nucleară (Pollack si Chapman, 1977) prin dezinte- 
grarea elementelor radioactive din roci (uraniul, thoriul, radiul ete. 
(Socolescu et al., 1975; Lăzărescu, 1980) al căror echivalent în radiu 
are concentraţia de cea 1,9: 10714 9j în pătura bazaltică, de cea 
30: 10-24 % în pătura granitică si de cca 1,5-10-19/ în pătura 
sedimentară) şi energia mecanică prin solicitarea stereomecanică, 
sau reomecanica la care sint supuse rocile (compaetarea litostatică, 
mișcarea $i rearanjarea plăcilor si blocurilor tectonice, curgerea mag- 
melor si fluidelor ete.), iar subordonat energia chimică prin trans- 
formarea, exotermă a rocilor, energia electrică, si energia magnetică, 
prin propagarea electrocurentilor si cimpurilor electric si magnetic 
in roci ete. 

În principal, căldura crustei terestre rezultă din compunerea 
unui fond de origine suberustală cu un supliment de origine intra- 


crustală (Čermák, 1979 ;/ Chapman et al, 1979). 


ww 


1.2. Starea termodinamic? 


Crusta terestră este un sistem termodinamic eterogen (cu compo- 
nente solide, lichide si gazoase (Kappelmeyer, 1968, 1979)) care se 
poate caracteriza prin intermediul unor mărimi z = 2(a, y) univoc 
determinate pentru fiecare stare corespunzătoare valorilor unei pe- 
rechi de variabile independente « si y, tinind seamă că variațiile 
elementare dz = (δο/ϑα)]α + (02/0y)dy reprezintă, diferenţiale totale 
exacte $i deci 0(92/9a) [dy = 9(92/9y)]da. Pentru orice porţiune a 
crustei terestre, aceste mărimi de stare se corelează potrivit unei 
ecuații de stare f(x,y, ο) =0 a cărei formă explicită este dificil de 
determinat si generalizat, datorită complexităţii si diversităţii 
interacțiunii rezultante a particulelor componente, adică respin- 
gerii $i atracției reciproce prin intermediul forţelor interatomice 
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2 — c. 289 


si. intermoleculare (Săndulescu, 1965; Born, 1969; Landau si 
Lifchitz, 1969a) în condiţiile agitatiei lor termice corespunzătoare 
stării locale a sistemului. Cimpul fortelor de interacţiune a parti- 
eulelor derivă dintr-un potential rezultat prin suprapunerea unor 
potenţiale preponderent  newtoniene U = — a/r asociate fiecărei 
particule (Săndulescu, 1965 ; Spacu si Săndulescu, 1966 ; Landau $i 
Lifchitz, 1970; Arnold, 1976), unde coeficientul « este invariabil 
cu distanţa r faţă de centrul particulei. Aplicind teorema mediei 
a calculului integral pe distanţa r, se obţine potenţialul mediu 


d = So ar 
| T 
corespunzător ecuaţiei diferenţiale 
E UN (1.1) 
preluate, pentru U — — a[r, sub forma 
d(rÜ) = dr: (1.2) 
din care se deduce soluţia m. 
Na ara (1.3) 
F 
Intrucit derivata — . - sd αν 
dU: - ^ b-ra(l— Inr) 
(ps Mota. ο 


se anuleazá pentru rs To, adică | 
15 uf eil ein: 
απ). - i 
$i implicit . m, | ka 
| b=—a1—Inth), | egies) 
urmează, că potenţialul U . se defineşte, conform soluţiei (1.3), prin 
expresia i T ee " 


Qc mdp DET. | (45) 
-- r To 
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sau 


U = nie τα“), 
r r 


Pentru 0 < (r/r) € 2, unde r > 0, In (rj/r)are dezvoltarea in serie 


Yo 2e CDU (Po αλ uy (oy So" 
m= = pe ary an 


n=1 n ! r n=] nr” 


si deci potențialul U se poate exprima sub forma 


~ a E α(τῃ — T)” 
U= See Ελ a Gan --- 1.6) 
r x! fif prt! a 
prin care se generalizează formele particulare ale potentialelor cunoscu- 
te pentru interacțiunea particulelor (Săndulescu, 1965 ; Spacu si Săn- 
dulescu, 1966 ; Landau și Lifchitz, 1969 b). Variația în spaţiu a po- 
tentialului U determină interacţiunea particulelor printr-o forţă 
rezultantă a cărei intensitate F = — dU/dr depinde de distanţa 
r potrivit functiei | | | 
αν. i T. (1.7) 
p^ IE 


reprezentate grafic in figura 1.2. Dupá cum distantar dintre particule 
este mai mică sau mai mare decit τρ, forţa de interacţiune este de 
respingere (F — 0) sau respectiv de atracţie (F < 0). Respingerea 
este cea mai intensă pentru r > 0 unde F > + oo, iar atracţia, 
este cea mai. intensă pentru τ = ler, ~ 1,64872 το unde F = 
= — a/(2 e rj) αἱ — 0,18394 a/r}. Dacă particulele se găsesc una faţă 
de alta la distanţa ry unde forța de interacțiune se anulează, atunci 
ele se ordonează într-o reţea regulată caracteristică fiecărei substanțe, 
formînd .um solid cu structură cristalină în .care agitația termică se 
manifestă numai prin oscilaţii ale fiecărei particule în jurul poziţiei 
sale .de echilibru (nodului: reţelei) corespunzătoare energiei poten- 
tiale minime (Born, 1915, 1969; Bragg si, Bragg, 1934; Seitz, 
1940; Rice si Teller, 1949; Wyckoff, 1953 ; Born. si Kun-Huang, 
1954; Hume-Rothery, 1954; Ziman, 1964). Dacă distanţa dintre 
particule este mai mare decît τρ şi atracţia reciprocă se men- 
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Fig. 1.2. Reprezentarea grafica 
a potenţialului U si forței 
F = — dUjdr de interacţiune 
a particulelor în funcţie de 
distanţa r dintre ele 


d L^ 


n 


Punct de inflexiune 


ţine îndeajuns de intensă, | atunci ele se pot aranja regulat numai 
in cadrul unor formaţiuni restrinse moleculare sau macromoleculare 
dar nu și în cadrul ansamblului acestor formaţiuni, constituind un 
solid cu structură amorfă sau un lichid in care agitația termică se 
realizează atit. prin oscilațiile fiecărei particule în jurul poziţiei sale 
de echilibru într-o formaţiune moleculară sau: macromoleculara cit 
şi: prin deplasările dezordonate ale formațiunilor (Cowper, 1926; 
Born si Green, 1947; Flory, 1960; Nenitescu,. 1960; Spacu şi Săn- 
dulescu, 1966 ; Landau αἱ Lifchitz, 1969 a, 1971). În sfîrşit, dacă, 
distanţa, dintre particule este cu mult mai mare decît ry şi atracția 
reciprocă se resimte foarte slab, atunci ele nu se mai pot aranja 
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regulat, formînd un gaz in care agitația termică se manifestă aproape 
integral prin mișcări moleculare dezordonate (Chapman si Cowling, 
1952 ; Carleman, 1957 ; Choh si Uhlenbeck, 1958 ; Martin si Schwinger, 
1959; Landau şi Lifehitz, 1971; Kikoine si Kikoine, 1979). Aşadar, 
starea oricărei porţiuni a crustei terestre poate fi caracterizată prin 
densitatea, agitația termică si interacţiunea particulelor compo- 
nente sub influenţa atit a forţelor exterioare porțiunii considerate 
cit şi a celor interioare datorite transformării reciproce a diferitelor 
torme de energie intracrustală, adică respectiv prin masa specifică 
medie δ, temperatura T si efortul unitar mediu saw presiunea medie p 
definite ca funcții de timp si de punct în domeniul erustei terestre. - 


1.3. Eeuatia termică de stare 
Masa specifică medie 6, temperatura Τ si efortul unitar mediu 
sau presiunea medie p sint corelate prin ecuația termică de stare 
Ke, T, 2) =0 Vv | (1.8) 
care mai poate fi scrisă sub formele. 
; e =0(T, p), 
T =T (p, 9) 
sau 
p = p.P, T). GÀ 
Deoarece 6, T si p sint márimi de stare, variatiile lor elementare 


byte: (28) - 
Á ES πι J^?! 


reprezintă diferenţiale totale exacte. Dacă se menţine constantă 
cite una din cele trei măririi termice de stare, adică dọ --0 sau 
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dT = 0 sau dp = = 0, atunci sistemul: egalităţilor anterioare.se nednge 


respectiv la cite. una dins formele: par ticulare 
mu 
oT ὂ gue 


| ar= (F) 
πο 


0TJs 
Sau 
ας - (55) ağ 
ορ: 50 
χο 
0p }5 0p ) 7 
de y 
sau. 
dà -{25) aT 
oT)? 
οκ. 


cărora le corespunde ună şi aceeași relaţie : 


62,6469. 
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(1.9) 


Prin urmare, variatiile celor trei mărimi termice de stare nu pot fi 
independente una fata de alta. Reluind relaţia (1.9) sub forma 


| 1 EE 1 [9 
ο | (= 
ê ko 5 ο, 6; 3 


Op 
si evidentiind astfel coeficientul de dilatatie volumică izobară 
1 (8$ » : 
viet E = lis (110) 
PR da 
coeficientul. de compresibilitate izoterma 
1 (de ~ | 
κάρα (55) = Bi (1.11) 
T" e. \Op Jr | 
şi implicit raportul lor . 
| (55 ρον ἐφ (112) 
09 Js & | 
se pot transcrie diferentialele mărimilor termice de stare cu expresiile 
ds = — ἂδ aT + 66 dj, (1.13) 
| at } T / 
| ΓΙ ræ po d E ne nd ’ 
| dT E dp di T. (1.13) 
$i 
EE Le să ux " 
dp. = zz do += dT. etit ) 
Be β | 


intrucit dg, aT οἱ dp reprezintă diferenţiale totale exacte, ur- 
mează că sint satisfăcute egalitátile 


din care rezultá respectiv : 


E TES 56} (114) 
μον 
EL EG, | 
"Blas, de uci. 07 


Valorile coeficienţilor de dilatatie volumică izobará si de com- 
presibilitate izotermá (vezi tabelele 1.1, 1.2 si 1.3) depind de tem- 
peratură si de presiune, dar, conform relaţiei (1.14), variaţia 120- 
termá a primului în raport cu p şi variaţia izobară a celui de-al 
doilea în raport cu T.se anulează reciproc, astfel încît, pentru un 
proces oarecare desfăşurat în crusta terestră între o stare iniţială, 
(Bo, To Do) şi o stare ulterioară (5, T, p), ecuaţia diferenţială (1.13) 
se integrează sub forma | =-= . 


k 2 | 
du i -| «dT +i (gaz atch amară | (1.17) 
Po . : d 
| . ανν "un, we 

corespunzătoare ecuatiei generale termice de stare 


απ). eet = P 
ë = es (- (zar +\ βάρ). πο 


Deoarece pe intervalul de integrare -ᾱ si β se prezintă ca funcții 
continue de T şi respectiv de p, urmează, potrivit teoremei mediei 
a calculului integral, că există o valoare 7* cuprinsă între To E xn 
şi o valoare p* cuprinsă între py şi p pentru care sint satisfăcute 
egalitátile 

T i Ἔ . 

(amar —(T — ΠΙΣΤΗ) = (T — Doina 

T - 


? 
(EDA = (9 — B98 GP) = G — BB nee 
Po 
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Tabelul 1.2. 


Valorile medii ale coeficientului de compresibilitate izotermă, pe intervalul de presiune 
cuprins intre 0,980665-105N/m? — 1 at si 490,3325.105N/m? = 500at, pentru unele- 


Denumirea substanţei 


Coeficientul ah coin presibi- τ 


litate - 
"(10-19 m*N) ᾿ 


substante componente île „erustei terestre 


Sursa de informaţie 


Cuart 


Granit 


Marmura 
Calcar 
Gresie 


de Kliwa 
Marna 
Nisip indesat 


Gheata 


& 0,255 


0,340—0, 425 ` 
.0,790— 0, 796: 


0,233 ~ 
:0,208. 
0,182 

0.248: 


199088 ---4, 866 
` "Ον 414--0,448 

: 1,122-2,243 
3 0,204— 1,020 


0; 486 . 


Adams si Wittefison 
(1923) 

Bach(1900) 

Bach (1903) 

Hiitte (1920) 

Voinea. (1966) 

Voinea 1966) 

Voinea (1966) 

Bach (1900) 


| Bach (1903) 


Cretu et al. (1966) 
Penescu et al. (1965) 
Hiitte (1920) 
Voinea (1966) 

Albu (1971) 


Voinea: (1966) 


Tabelul 1.3. 


Valorile coeficientilor: 15 dilatafie: A. izobará si de compresibilitate izotermá pentru 
apă in functie de temperatura (după Hütte — Manuel de Ingénieur, t.1, 1920; 


Pop si LE 1969) 


Temperatura 
Ἂν 


Coeficientul de 
dilataţie. 
(1/°K) 


ιν η de compresibilitate 
10—20m2/N) 


— 
o 
μάς 
* 
< — 
1 " 
i 5 
D 
D 
fay 


273,15 
277,12 
283,15 


Π.Ο, 3-019» 


303,15: 
313,15 
333,15 
353,15 
373,18. 


— 0,00007 
0,00000 
-0,00009 
` 0,00021: 
` 0,00030 
0,00037 
07000532 
-0,00064. 
0, 00074 
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αν αν ἃς de ης ἃς ην Οι οι 
sr ος Me ue E ος 
Lo tom GO AIO Ὁ πι 
Be c: C» C CY ας 15 XA το 


ps A 
ee ο ας (acn aT (1:19) 
> T— Es | | 
; Το » 
$i i Eo 
| i > | 
mea = = (a dp (1.20) 
p — Po 
' Po 
ecuaţia termică de stare se poate serie sub formele - 
β == Po exp [= Gu ο) HB meal P . Po), (1.21) 
Tr & gik B meal P τι Po) zan (6/50) 2 (1.217) 
| i Ca i | 
p x Po EIL (6 £0) 3 tne T Ἓ Το). (1.21") 
med! ja | | 


în care nea Și (mea Sint constante pe intervalul de integrare. 

| În cazurile transformărilor simple izocore (p = Po), izoterme 
(T = To) şi izobare (p = Po), ecuaţia termică de stare se particula- 
rizează respectiv ; | ο 

| | 


TT, + Eat (5 E dort πὶ (1.22) 
. Omes s 
sau | 
» = Da Ala i ec mn To), (1.227) 
med 
ea T assed (1.23) 
p = Po -- ;—— 1n TE? τ 
D mea Po 
sau | 
$ — 5. οὕπιεά( Ῥ-- βο) (1 23’) 
P Poe 
μι | : 
Bom Boer ima (1.24) 
sau | 
T=T,- ne. (1.24’) 
C med Po 
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1.4. Interpretarea termodinamică a unor procese geologice 


Potrivit ecuaţiei generale ANN de stare, prin proeesele care 
se desfăşoară în crusta terestră se pot produce atit destinderi ($ — 6,), 
eit si comprimari ( > po) ale rocilor, după cum 


> cy e 
| βαρ <| KAT sou Bed — Bo) < mal — Ty) 
Be Το 
si respectiv | 
yap x (zaz SAU mea — Po) > mea (T — To). 
Bo yn To | 


Dacă prin procesele din sattuis eterogene ale E leii 
în care sint in contact roci cu proprietăţi diferite, se produc simultan 
destinderi ale unor roci şi comprimări ale altor roci adiacente, atunci 
in vecinatatile suprafetelor de separatie dintre ele apar eforturi de 
sens contrar (fig. 1. 3). generatoare de fisuri, fracturi, falii si cute. 


a oda lege cil =e A | 
ΠΠ = a 
mie ere 7 Suprafafa 
(1) ff (1,8) E de separație 
δ 8 
Fig. 1.3. Reprezentarea cforturilor de sens contrar din veci- 


nitàtile suprafetei de separație dintre ο rocă comprimată 
(1) şi o rocă destinsă (JI) ` 


În cazul proceselor Pape in geosinclinale in care se S 
plineste conditia 
Epod > Do < CE j 
; T ΞΕ Το mea i 
sodien d în ansamblu sînt destinse, a astfel încît pot forma cute 


(fig. 1.4) asociate cu falii. 
Prin procesele din bazinele sedimentare, in care este satisfăcută 


conditia ! 
RD τα πι PI Do > % mea ; 
a BE T. D mea 
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se pr oduc comprimari ale umpluturilor sedimentare şi implicit aran- 
jări ale acestora în sinclinale largi (fig. 1.5) eventual fracturate. 


Fig. 1.4. Reprezentarea schematică a 
formării entelor prin destinderea sedi- 
mentelor dintr-un geosinclinal 


Fig. 1.5. Reprezentarea schematică a formării unui 
sinclinal larg prin comprimarea umpluturii sedi- 
mentare a unui bazin 


În cadrul proceselor de activare geotermică a unor unităţi 
structurale, destinderile datorite er esterii de temperatură (Wang, 
1965) sînt preponderente faţă de comprimările datorite creşterii 
de presiune, astfel încît pot apare fracturi şi crăpături adinci în for- 
matiunile geologice prin care pătrunde ascendent magmă genera- 
toare de corpuri subvuleanice şi de produse vulcanice. Ἢ 

Se conchide că procesele care se desfășoară în crusta terestră 
pot fi determinate complet, atît global cit si local, numai printr-o 
interpretare termodinamică adecvată pentru reprezentarea lor co- 
recta. 


Aplicații 


1.5.1. Să se calculeze variațiile relative ale maselor specifice medii 
| ale cuartului si calcarului pe intervalul de adincime cuprins intre 
| 0 m si 2000 m in crusta terestră, ştiind cá temperatura şi presiunea 
| medie prezintă creșteri de 60°K si respectiv de 5: 107N /m?. 
] 
l 
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ος Rezolvare. Potrivit ecuației termice: de stare (1.21), va- 
riaţia, relativă a masei specifice medii se:exprimá sub forma 


€ ei Po = e- * mealT=To) +B meal? -Pa m: uk 
Po " ος 4 a 


Utilizind valorile date pentru creşterile de temperatura și depresiune 
medie si preluind din tabelele 1.1 si 1.2 valorile medii £s $i βία α 
pentru cuarţ de 1,5- 10-51 /Κ si 0,255 10-19 m?/N, iar pentru calcar 
de 2,4 - 10-5 1/K şi 0,243 - 1077? m?/N, rezultă că 


( τ B LL 5+10--6040,255-10-10.5-107 og o 4 0,001186 
cuar a 


Po 
sau zi | = x 
| SETS si oa F 0,1186 % 
ON Poo ean ic 
şi | | iy | 
ră dt oe = OEC IUD poa Roi ZI REN lg ise 0,000225 
Po calcar teal | | : 
sau 


(Rum & — 0,0225: %. 

X £o | 7catcar i 1, 

1.5.2. Să se determine conditia de transformare izocoră a cuartului 
şi calcarului. iab κ. οφ "ta Apt ves Pacat ei A 

i Rezolvare. Din ecuaţia de stare (1.22) sau (1.22’) cores- 
punzătoare transformării izocore se deduce imediat condiţia 


0p — Do ἅπια 3 
TE T, B mea 


Preluind din tabelele 1.1 şi 1.2, ca şi in aplicaţia precedentă, valorile 
. medii Gea Şi Bmea pentru cuarț şi pentru calcar, se găseşte că 


~ 2 da a E c : 

As T 1,5 10781 PK x 0,5882- 105-- _ 40,6000 a 
UT. — Tol cuar 0,255 -10-10m2/N - NO m?:?K K 
si j . Ἔν } j $ - : Lo i í 

d ΠΡΟ IO T5 bl E oe | d m ιο at. 
D Nic 24140 37K. | 49,8165 - 105 A x 10,0712 9 
AT — To) catcar 0,243 -10-19m*/N mK CK 
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1.5.3. Pe intervalul de presiune cuprins între 0,980665 - 105 
N/m? --1 at οἱ 490,3325 - 102N /m? = 500 at, să se stabilească condiţia 
de transformare izotermă a cuartului, calearului si nisipului îndesat. 

Rezolvare. În cazul transformării izoterme, din ecuaţia. 
de stare (1.23) sau (1.23’) se obţine condiţia 


p απ Po AR 1 
In £ Pma 
Po 


cu valorile medii mea inserise in tabelul 1.2. Pentru cuarţ, calcar 
si nisip îndesat, această condiţie se prezintă astfel : 


2 — D M 
Po 4  . 3991571019 2. =3 99889 105at, 
ine" -0,25510 9 m?IN, . | m? 
Po cuarț 
7) 7) T 
μι λε a ν 101 Asa 19686108 ts 
mx. . 0,243 +10719m2/N m? 
βῇ J calcar q o* l > : 
si | 
~ ο» : H τ m 
P = Po ao INN νο A 54496-100 È M 
μπω) ' 1,835,107 1ΟΠΙΣ/ΙΝ. ΜΉΝ 


Po / nisip indesat , 
= 0.55570 - 105 at. 


1.5.4. Pe intervalul de temperatură cuprins între 273,15°K_ si 
373,15°K, să se determine condiţia de transformare izobară a silicei. 
si calcarului. - Mlaka a. DU P i i 
Rezolvare. Pentru transformarea izobará, din ecuația 
de stare (1.24) sau (1.24’) rezultă condiţia l 


ppp AN p 
In Po δ ie 
P 


Preluind din tabelul 1.1 valorile medii X,,, pentru silice şi pentru. 
calcar, se deduce că i 


E mb Do aeania og 6,000607 108K 
0,15- 1075 . ' M. 
silice 
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ο fi, AA 


ο μαμα ο ο γην -1059K.. 
‘ifs Borsa Alor ou. | 
5 calacr.. 
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. «Termodinamica constituic.o teorie vastă care 
= se ocupă mai degrabă de sisteme si procese decit 
. de particule ṣì. de mișcările acestora, iur legile. 


sale sint si ele legi generale. Conservarea energiei, 
creşterea entropiei si inaceesibilitatea zero-ului 


absolut: sint. prineipii care, interpretate; in! mod 
'eorespunzütor, se aplică tuturor proceselor din 
` naturá».. i 


ERNEST. HUTTEN 


2. Principiile fundamentale si relaţiile 
- “termodinamice. 


.2.1. Primul. principiu. 


„Într-o. porţiune eterogeni de crustă terestră, fie un volum. ele- 


mentar dV care include volu 


ἐ; 


Fig. 2.1. Secţiune printr-un volum 
6 : 


elementar d V — Y d V, intr-o por- 
1-1 8 
tiune eterogenă de crustă terestră 


mele dV,, dV,,..., dV, ocupate de m 


faze componente (Kern si Weisbrod, 
1964; Broecker . si Oversby, 1971; 


: Syehev, 1973; Secliman, 1981), atit 


volumice (solide, lichide, gaze) cit si su- 
perficiale (contacte între solide si lichi- 
de, între lichideşi gaze, între gaze si soli- 


de, între solide diferite, între lichide 


diferite), astfel incit dV = 5, dV; 


i=1 


(fig.2.1). La temperatura T în in- 


teriorul volumului dV considerat, fie- 
care fază i se caracterizează prin valori 
proprii ale masei specifice p; (vezi tabe- 
lul 2.1) si efortului unitar sau presiunii 
p, (Birch, 1955 ; Thompson, 1958 ; Fyfe 
et al, 1962; Illies si Greiner, 1976; 
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Tabelul 2.1. 


Valorile masei ‘specifice pentru unele substanţe componente ‘ale crustei terestre (dupa 
Miitte- Manuel de l'Ingénieur, t. 1, 1920; Manual pentru beton armat, 1949) 


m————————————M——— . .. 
ia i TM Masa specifica Se 


Denumirea substan{ei (t/m3) 


Elemehte native 


Argint 10,42— 10,53 
Aur 19,33 
Carbon 
diamant 3,50—3, 60 
grafit | 1,90—-2,30 
Cupru 8,80 
Platina 21,15 
Sulf 2,07 
Minerale 
Agat 2,50— 2,80 
Alabastru 2,30— 2,80 
Apatit 3,16— 3,22 
Aragonit 3,00 
Azbest 2,10— 3,00 
canadian 2,40 
albastru 3,00 
Calcopirită 4,10— 4,30 
Caolin 2,20 
Chihlimbar 1,00— 1,10 
Cinabru 8,13 . 
Corindon 3,90— 4,00 
Cuart | 2,50— 2,80 
Feldspat 


orloclaz (ortoză), 


2,53— 2,58 


Galenă 7,30— 7,60 
Granat °3,40— 4,30 
Hematit .4,50— 4,90 
Hornblendá 3,00 

Magnezit 3,00 

Malahit 3,70— 4,10 
Mică 2,65— 3,20 
Opal 2,20 

Pirita 4,90— 5,20 
Salpetru de Chile M2 λα, 


Sare gemă 


2,28— 2,41 


Serpentin 2,40— 2,70 
Smarald 2,08— 2,73 
Steatit 2,60— 2,80 
Tale 2,70 

Topaz 3,51— 3,57, 


Roci vulcanice 
Bazalt 
Diabaz 
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Denumirea substantei 


DI TETIERE 


Diorit 
Gabbro 
Granit 
Melafir 
Piatră ponce 
Porfir 
Sienit 
'Trahit 
Tuf 
Roci melamorfice 
Gneis 
Marmură 
de Carrara 
Sist cristalin 
Roci sedimentare 
Antracit i 
Arcoză (Grauwacke) 
Ardezie 
Argilă 
sistoasá 
Asfalt 
Calcar 
Cárbune brun 
Conglomerat calcaros 
Creta i 
Dolomit 
Gresie 
calcaroasă 
Huilă 
Lignit 
Marnă 
Nisip 
fin umed 
fin uscat . 
grosier | 
Pictris 
umed 
uscat 
Travertin 
Turba 
bituminoasá 


Apá TT 
distilată la 277,15*K 
de mare la 288,15°K 


Gheata 
Zăpadă afinata 


(continuare tabel 2.1) 


u. Masa ; specifică ! 


(t/m) 
2,90— 3,00 
2, 90=="3, 00 
2,51— 3,05... 
2,60— 3,00 
0,37— 0,90 
2,60— 2,90 
2,60— 2,80 
2,60— 2,80 
1,30— 2,00 
2,40— 2,70 
2,52— 2,85 

2,72 
2,10 
1,40>— 1,70 
2,60 
2,65— 2,70 
1,80— 2,60. 
2,76— 2,88 
1,10— 1,50 
2,46— 2,84 
1,20— 1,50 

215090 
+ 1480-5 42160 
.2,80— 2,90 . 
2,20. 2,60 
1,89— 1,92. 
1,20— 1,50 
1,20— 1,50 
2,30— 2,50 
1,90— 2,05 
1,40— 1,65 
1,40— 1,50 
2,00 
1,80 
2,40 ` 
0,21— 0,64 
0,84 
1,00 
1,02— 1,03 
0,88— 0,92 
02125-30718 


Anderson si Bridwell, 1981; Artyushkov, 1981; Neugebauer’ si 
Temme, 1981). cărora le corespunde o valoare p,£,dV, a energiei 
interne asociate particulelor componente ale fazei cu masa pd V. 
Energia internă a oricărei unităţi de masă a unei faze depinde 
numai de mărimile de stare internă, adică s; are o singură va- 
loare pentru fiecare stare. Variația energiei interne a unităţii 
de masă se realizează prin schimbul de energie internă cu exteriorul 
acesteia si prin transformarea în alte energii a energiei interne si în 
energie internă a altor energii (nucleară, mecanică, chimică, electrică, 
magnetică ete.). Din analiza bilanţului de energie într-un “Proces 
infinitesimal (modificare infinitesimală de stare), potrivit; principiului 
conservării energiei, rezultă că variaţia infinitesimală de, a energiei 
interne a unităţii de masă reprezintă suma participărilor cu coefi- 
cienţii de transformare Al, 23... 2! ale variațiilor infinitesimale 
componente de energie internă de,, de.,..., de, datorite respectiv 
schimbului de energie internă cu exteriorul unităţii de masă, trans- 
formării energiei nucleare, transformării energiei mecanice, trans- 
formării energiei chimice, transformării energiei electrice, transfor- 
mării energiei magnetice si transformării altor energii posibile, adică 
| ni, ᾿ 
de; = Y λή de;. (2.1) 
j=l 

Fiecare variatie infinitesimal’ componentă de, participă la variaţia 
infinitesimală, rezultantă, de, prin intermediul unor, forme tranzi- 
torii: de energie reprezentate printr-un lucru elementar dw. j Şi printr-o 

variaţie infinitesimalá de căldură 34; fiind satisfăcută egalitatea 
de; — dw; + δη, | (2.2) 
corespunzătoare primului principiu al termodinamicii (Clapeyron, 
1834; Epstein, 1937; Leontovici, 1954; Karapetiant, 1957; 
Bazarov, 1962 ; Fermi, 1969) exprimat, conform cu (2.1), prin ecuaţia 


de, — y; 43 -+ Y, Mda 0:3) 
j=l): Tii 451 


unde e; si. s; sînt mărimi de stare, adică au cite o singură valoare 
pentru fiecare stare: şi deci de, si de, reprezintă diferenţiale totale 
exacte; iar ταγ5] q; nu sînt mărimi de stare, adică au valori dependente 
de transformările intermediare si deci. δι si g; nu sint diferenţiale 
totale exacte. Pentru unitatea de masă a oricărei faze i = 1,2;.. Om, 
se convine să se desemneze prin Au, lucrul elementar mecanovolumic 


"rcd 
Pa ám 4 
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sau mecanosuperficial 


-vam = a(g) (—)= Fae 
δ oy Bey: Pi i | 


Şi. prin dq, variatia infinitesimala de căldură complementară. aces- 
tuia, unde p; este efortul unitar sau presiunea. corespunzătoare 
fazei, iar. vo AO, 51 b, sint tensiunea! superficială, (Brace. şi. Walsh, 
1962 ; Gutshall et al.. 1970), aria, elementară si grosimea fazei, super- 
ficiale, prin 22 3.42, , A3 Sayi yN Ò n Celelalte; lucruri elementare 
posibile si, prin A? dq2 NÒ φαν AIÒ gn variațiile infinitesimale 
de căldură complementare acestora, Aşadar, lucrul elementar. mecano- 
volumie,sau mecanosuperficial are expresia 


Pi ag, (2.4) 


B 


N Sw. Ei 


şi variația, infinitesimală,, 


este o diferenţială totală exactă (diferenţiala masei specifice) în care 
1/(p;]62)—1/ XX reprezintă un factor integrant al lui Mw. Inmultind 
şi celelalte lucruri elementare λύδια; cucite un factor integrant cores- 
punzător 1/Xiastfel încît orice variaţie infinitesimală 


«pb mere 


t 


să reprezinte o diferenţială totală „exactă (diferenţiala concentraţiei 
specifice a radiaţiilor nucleare, diferenţiala volumului specific cores- 
punzátor eforturilor unitare, diferenţiala, concentrației- specifice, a 
componenților . chimici, . diferenţiala inducției; specifice a. cimpului 
‘electric, diferenţiala “inducției specifice a cimpului ‘magnetic. eto.) 
se găseşte pentru fiecare dintre aceste lucruri elementare o expresie 
de forma. | ant ; 


în care Xj este o mărime intensivă (intensitatea radiaţiilor nucleare; 


intensitatea eforturilor unitare, intensitatea potentialelor chimice, 
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DOM 


p 


intensitatea cimpului electric, intensitătea cimpului magnetic: ete.), 
unde j = 2,3,..., n. Spre deosebire de lucrurile elementare. λ]διαι. 
A Ò woseo., λίδα complementarele lor 213g, 22 3g,.. A Ogn 
nu se prezintă, deocamdată individualizate în cadrul variaţiei infini- 
tesimale de căldură | 


¥ 28g; = δ(ο, T) (2.6) 


j=l 


corespunzătoare unității de masă a fazei i cu căldura specifică (căl- 
dura masică) c, Tinind seamă de (2.4), (2.5) si (2.6), pentru uni- 
tatea de masă a fiecărei faze 4, ecuația (2.3) se poate serie : 


de, = 3 det y, Xda, + (c, T) (2.7) 
i j=2 ΕΝ 


sau 


2 (s js m "p dp,4- Y Xi da, + 3(c, T). 
ei Js Pi | δελ, 


Prin intermediul mărimii de stare, 


e 3-262 di (2.8) 
A 281 


numită entalpie a unităţii de masă a fazei i, ultima ecuaţie se mai 
prezintă sub forma 


| 1 NUNT CA i 
dn, = — dp;+ Y; Xj da, + de, T). (2.9) 


Pi j-2 
Potrivit ecuatiilor (2.7) si (2.9), variatiile infinitesimale ale 
ἽΝ t LJ . M i * I 
energiei interne si entalpiei ansamblului celor m faze cu masa Y ριά γι 


te] 


se definese prin expresiile 


Y, ede d= Y P: do, dV, + y; ϱι y, Lida, dV, + y; ριδίοι T) dV, 
il i=l PI t=] j=2 i=l 
ȘI respectiv 


Y: edna, = Σ prd, + Eey Midadv, + F eie, T) dV,, 
12] i=l i=l j=2 521 
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iar variațiile infinitesimale ale energiei: interne și: entalpiei unei:uni- 
táti oar ecare a: acestei: mase se determină astfel.: 


Xe pde, AV; > $ τ dp. dV; Y e: pi xian av, 
έσι i=1 Pi : i=] 42 E. 

P τς - en m oh: 
Σ» e; dV; Σ e dV, y e: dV; » | 
οι - 1-1 t=1 

foi PAV, : μα 
«m dV; 
Μια ο. 


is respectiv 


Y ei dn; dY, Σ dpi dV; Σ ei Y Aided V, 


i=l ) DE d = t=1 I . iE 121/-j-2 „A ue 
y e; dV, P2 e; AV ; y e; dV; | 
t=1 t=1 i=l $5 


Y, οιδ(όι T) AV; 


po (2.11) 
Σ e d Ve 
1-1 
Dacá se introduc notatiile 
i d he x4 ML 
— δι pi AVi= p, (2.12) 
dV à | i 
b. y Pagan =. (2.18) 
'dedV. i 1 ο; E ` -g 
Ἐπ x p; de; dV, = d£, (2.14) | 
? ἐ--1 Ἡ t 
E Y e, dn, dV, = dij, (245) - 
Xidz;dV, = y, kaa, (2.16) 
d dH i X A X 2 | 
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si 


παν, Σ ese, T)d V2 δ(5 T) (2.17) 


pentru masa specifică medie, efortul unitar mediu sau presiunea 
medie, diferenţiala energiei interne medii, diferenţiala entalpiei medii, 
lucrul elementar mediu si respectiv variaţia infinitesimală a căldurii 
medii pe ο unitate. oarecare de masă a crustei terestre, atunci ex- 
presiile : (2.10) şi (2.11) ale ra ord prine Bina al. termodinamicii se 
scriu sub. formele. - 


ἀξ — 2a d 4- y Ες až, (ce | (2.18) 
a} e. j=2 
şi respectiv 
dă = + dp y Xam43*9] T, .. (949. 
p 


unde 


ΟΙ 
dp = — dp dv = ee i do, + o,d| — |] dV, = 
p = T. îi Di V, = dV ΣΙ ΠΝ Pi i 


= Zap ed Eal (2.20) 


2.2. ΑΙ doilea principiu 


Jildura unităţii de masă a oricărei faze i= 1,2,...,m depinde 
de temperatura T; de masa specifică e, si de efortul unitar sau 
presiunea p, reprezentind o funcție fie de T şi de ϱι) fie de T 
si ‘de p, astfel încit variaţia sa infinitesimală definită prin (2.6) 
se poate exprima: | 

ae, T 
Xo Ὁ = p P ar dar an 
T " P; i Op, i JT 
sau | 


L Di 


de, T) =| A=} dT +} —+—] dp; 
oe oT b +] ὃ ie 


43 


Derivatele parţiale 


[ate T) ] E, 
gi 
SCR ns 


sînt căldurile specifice ale mza ἡ i la masă speci, fică e constantă si respeetiv 
la “efort unitar: constant sau presiune constantă. Cu. notatiile (2.21) 
si (2. 22), variati ia infinitesimal’ de căldură a unităţii de:masi a fazei 


ase mai scrie sub. formele 
Xe, T) = c, AT + E 


δρι 


) do, = e, dT 4- ze) dio; 
T i Op, T 


din care se deduce că 


cu, — TUER ar lop, ) wj- 
Pi t 0 N TE ad OD; τατ.]. 
dp: E er dp; rat 


' 5 ? 4 de ^ OQ; r , 
ο — ca SEI — Ἰ-- 2.24 
4 3 Los ), o8). 


unde (ὅ6ιί δρ < 0, (29;/0T)p, <0 si deci cp, — ορ > 0. in cazul 
fazelor solide si lichide, diferenţa dintre căldurile specifice cp, si 
Gp, este foarte mică $i prin urmare cp, X Cs. Valorile căldurilor specifice 


pentru unele substanţe componente ale crustei terestre si pentru 
apă sint prezentate în tabelele 2.2: şi 2.3.: 

“Întrucât “variaţia infinitesimal’ ὃ (e, T). reluată, - conform | eu 
(2.23),.: prin: sepes 


δίο, Ji — a | aT rG de; |- dia ar+( 2), d 


nu constituie ο diferentiali totali exactă, se recurge la o funcție 
o; = oc, (T, oj) sau ce; = c; (T, p:) numită entropie specifică care 


satisfaee conditiile 
| 60; (d. 
LIE — ENE aem 0.95) 
ET T ct du 
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sau 


Tabelul 2.2 


„Valorile căldurii specifice. pentru unele substanțe componente ale crustei terestre .. 
— SI πι iit Ln TD στ το O4 WD Go 


| Căldura specifica 


Denumirea substanţei | (kJ/kg. °K) | Sursa de Li a my 
Elemente native | | | 
Argint | 0,23 | 
Aur es | 
Carbon 0,80. || Viidea (1965 
grafit | 0,84. M (1963) 
Cupru E 0,39 ` | 
Iridiu 0,13 ine 
„Platină 0,13 
Sul ^ . 0,72 
Minerale 
Corindon 0,80 | 
Cuarţ | 0,78 © IE 
cristobalit 0,75 ~ | 
Gips —. 1,09 | Vlădea (1965) 
Hematit 0,67 .. | l 
Magnetit 0,64. | 
Mică | 0,84 | 
Salpetru de Chile | 4,15 | 
Sare gemá ‘0,87 
Silvina 0,69 J 
{ | 
Roci vulcanice | H í 
Bazalt | 0,80 ` Vlădea (1965) 
0,80— 0, 88 
rei il 0,63 | Juhâsz (1976) 
:abbro : 0,71 : 
Granit 0,75 h Vlădea (1965) 
a 0,80. | Juhász (1976) - 
fisurat It 1,20 Bernard si went ee) 
Piatră ponce 1,00 Vlădea (1965) 
Sienit 0,84 e 
Tut 0,841,256 — |] Juhász 1976)" 
| 
Roci melamorfice | a 
preng 0,71 i -. Juhász (1976) - 
neis 0,75 | 
Marmură 0,80 | Vlădea (1965). : 
0,84— 1,00 | JESUM ie s d d 
Sist cristalin 0, 84 } Junas ος 
Roci sedimentare | 
Ardezie 0,75 Vládea (1965) © 
Argilă 0, 75— 0,80 „Juhâsz (1976) 
Asfalt 0,92 i Viidea: (1965). 
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Denumirea substanţei 


:Calcar 
compact 
poros 

Diatomit 

Dolomit 


Gresie 


calcaroasá 
Huilá 
Lut 
Marná 
Mil umed 
Nisip 


umed 
uscat 


Lichide 
Apa 


Benzen 

Octan normal 
Pentan normal 
Toluen i 
Nilen 


Gaze la 273,15° K 
Aer 
la presiune const. 


la masá spec. const. 


Amoniac 
la presiune const. 


la masá.spec. const. 


Argon 3 
Ja presiune const. 


la masă spec.. const. |. 


Azot 
la presiune. const. '. 


la masă spec. const. 


Bioxid de carbon 
la presiune const. 


la masă spec. const. 


Bioxid de sulf 
la presiune const. 


la masă spec. const. 


Căldura specifică 
(kJ/kg.*K) 


0,67— 0,88 
0,92 
0,67: 
0,84 
0,88 
0,92. 
0,71 

0,84 — 0,88. 
0,84. 
1,26 
0,88 
0,88 
2,01 
1,01... 
1,00 
0,84 
2,09 . 
0,80 


4,18 
4,19. 


0,48 
2,18 
2,18 
1,67 
72 


(continuare tabel 2.2 


Sursa de informatie 


| Juhász (1976) : 


] "Vlădea (1965) 
Juhász (1976) 
Vlădea (1965) 
Juhász (1976) 


Vlidea (1965) 


\ Juhász (1976) 


Faust si Mercer (1975): 


Garg οἱ al. (1975) 


| Juhâsz (1976) 


Vlădea (1965) 
„Juhâsz (1976) 


Vlădea (1965) 


Vlădea (1965) 


. Vlüdea (1965) 


1 (continuare tabel 2.2 
2a eS ee eS ee ESE ee ES ES οι ο οι 
i Căldura specifică ` 

Denumirea substanței 


- (kJ/kg.*K) Sursa de informatie 
Etan 
la presiune const. `1,67 
la masă spec. const. 1,37 
Heliu 3 
la presiune const. 5,23 
la masá spec. const. ΤΥ 3,15 
llidrogen NE 
' Ja presiune οι 14,24 
la masă spec. const. . 10,10 Vlădea (1965) | 
Hidrogen sulfurat 
la: presiune const. Je) BT 
la masá spec. const. 0,85 
Metan ; 
la presiune const... 2.18 | 
‘lav masă spec. const. 1,67 
Oxigen 
la presiune const. 0,91 / 
` ]a masă spec. const. 0,65 


Tabelul 2.3. 
Valorile căldurii specifice [kJ/kg.K] a apei T funcfie de temper aturá si de presiune 
| (după Vladea, 1965) 


F- | Presiunea (N/m?) 
: Temperatura ! , : 
1,01325.1C5 | 5,06625. 106 | 1,01325, 107 | 2,02650. 107 | 3,03975. 107 

273,15 4,219 "| 4,904 4,195’ cS ἃς a aut. 162 
293,15. 4,183. — :4,170 T AVOR T vum NOTAT" 4,120 © 

. 313,15. 4,180. 4,162. . 453153 ΗΡΙ. 1285 574,107 
$333,45 4,186 4,166: : 4,162, 4,141 14,1249 
353,15 „4,198 4,183 4,174 4,153 „4,137 
373,15 TTD 197 4,204 ' 4,191 4,170 CER 
393,15 TOV ee 4,233 4,220 4,199: 4,178 
413,15. TIL HE. 4,266 ‘4,262 4,237 - 4,212 ° 
433,15 © ; — 4,325 4,308 4,279 . 4,254 
453,15 — 4,396 4,371 4,333 4,300 
473,15 — 4,484 4,401 4,413 4,358 
493,15 — : 4,593. 4,555: 4,488 4,434 
513,15 — 4,739 4,693 - 4,605 4,530 
533, 5 -— ‘4,945 4,886 . 4,760 4,656. 
55371 Om - επ -- 5: 5,196 4,986 | 4,836 
573,15 -- — 5,694. H5, 330n: 5,087 
:583,15 — — -— 5,518 5,263 
593,15 o - -= 5,949 5,447 
603,15 -- - — 6,284 5,661 
613,15 — — = 6,992 6,012 
623,15 i .— — — 8,219 6,431 


sau respectiv 


= UA UT. (2.27) 
QT]. T 
gi | 
ΕΗ -(5) ; ` (2.28) 
Nop yr NPT | 


astfel încît variațiile elementare 


ὄρι 


Co, ae; \ or de) ὅσι | T à μ.ο 
m Hie (4) ao, = (se) ara 34.7 ; dei = de,(T, oj) (2.29) | 


sau 
parse) oh (3) «πρι dp, = de, p) (2.30) 
T ὄρι)τ ** NOT Jr bp îi (T, p:) (2. 
reprezintă diferenţiala totală exactă —— 

| T d(C; T) = do;, | (2.31) 


unde 1/T este factorul integrant al lui è(c; T). 

-| Potrivit ecuaţiei (2.6), variaţia infinitesimală de căldură a uni- 
tütii de masă a oricărei faze i se compune din variaţia infinitesimală 
de căldură complementară lucrului elementar mecanovolumic sau 
mecanosuperficial corespunzător unităţii de- masă si din suma 
variațiilor infinitesimale de căldură : complementară sumei ` celor- 
lalte lucruri elementare posibile corespunzătoare aceleiași unități 
de masă, adică- | ; : | me 


„ate; T) = 148g, + Y; λίδφη 
| ips 


deci bilantul variatiilor de:căldură raportate la un interval infinite- 


simal de timp’. dt se exprimă, pentru unitatea de volum a. oricărei. 


faze i, prin ecuaţia | | i 
δίοι T) L^ HR? ; 
p~ = QM —- -|- ϱι δ) λέ =i; (2.82) 
pi dt pi^ di e a "S 3 > μα. 
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(πα ο) 
ὃρι)τ \épc)r — : 


i 


unde termenul 9218q,/dt este fluxul de căldiiră prin care se modifica 
puterea, disponibilă pentru realizarea Tucrului elementară mecano- 
volumie sau mecanosuperficial în unitatea de timp si pe unitatea 
de volum, iar termenul 


n „day š 1 
e P oem (2.33) 
j=2 dt j 
reprezintă fluxul de căldură din sau în surse interioare (pozitive. sau 


negative) prin care variază, la. temperatura T, puterea disponibilă 
pentru realizarea tuturor celorlalte lueruri elementare in aceeași 


‘unitate de timp si pe aceeaşi unitate de volum. Prin urmare, bilantul 


fluxurilor. (debitelor) de căldură pentru unitatea de volum a ori- 
cărei faze 7 corespunde ecuaţiei 
9(e, T) 
Viruses. Fi 


2: eM ΓΤ + μι (3.34) 


‘care mai poate fi scrisă, tinind seamă de (2.31), sub forma 


do; 
—À 0. 
Pra Se 


δᾳι 
| “at TT go 
de unde rezultă ih 
| do,. | M. 9g , μι... (9.3 
| tet τμ Dă δ 2.35 


Dacă fiecare fază “iar fi izolată ca un sistem termodinamic închis 
fati de exteriorul său, atunci orice proces infinitesimal s-ar des- 
fásura, potrivit principiului al doilea al termodinamicii (Carnot, 
1824; Boltzmann, 1896—1898 ; Vulkalovici, 1956; Schmidt, 1958 ; 
Soo, 1962 ; Davidescu, 1964), în sensul diminuării (proces ireversibil 


(Fitts, 1962 ; Lykov, 1966)) sau:cel mult menţinerii (proces reversibil) 


disponibilitatii de realizare a lucrului mecanovolumic sau mecano- 
superficial pe seama sporirii sau cel putin menţinerii disponibilitátii 
de realizare a căldurii complementare acestuia, adică în sensul ine- 
galitatii i 


: | 
eM * 50 (2.36) 
gi deci, in concordanţă eu (2.34), al inegalitatii echivalente 
5 δίοι TY 1s ; 
Pe —w 20 (2.37) 
Pt di μι 
49 


4 — c. 289 


din-care se obţine, conform cu (2.31), inegalitatea lui Clausius-Duhem 
ον 1971; Rabotnov,. 1980) 


dd; 


eid —-—q > 0. (2038). 


dt 


In a bsenta surselor interioare de cülduri,. inegalitatea. (2:38) se reduc 
la in egalitatea lui Clausius 


Ps die re (2.39) 
„At 
sau 

do, > 0 (2.39’) 


conform căreia orice proces infinitesimal într-o fază 7 izolată ca un 
sistem termodinamic închis se desfăşoară în sensul- creşterii. sau cel 


puţin menţinerii entropiei specifice a fazei (Robie şi Waldbaum, 
1968). 


Prin intermediul egalității (9.51).. de definiție a diferentialei 
entropiei specifice a unei faze, ecuaţiile (2.7) si (2.9) cor espunzatoare 


primului principiu al termodinamicii pentru unitatea de masă a 
aceleiaşi faze pot fi prezentate respectiv sub formele 


de;= T do; pus „dei -- Σ Aida, . (2.40) 
ei - 4-2: 
Sau. 
uc eb en aT le A dei Y Xidej — (240!) 
i ques sic m 
ds, =P dă te = dp,-- Y; Xida, (2.41) 
i 3232 
Sau | E 
ἄ(ηι — To; = — cd T += l ap,-- Σ Xida;. (2.41’) 
0: a 
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În formele (2.40^) şi (2.41’) ale acestor ecuaţii este evidenţiată energia 
legată (indisponibilă) Τσι care se scade din energia internă £; $1 
din entalpia m, ale aceleiaşi unităţi de masă a. fazei (Gibbs, 1877; 
Robie si Waldbaum, 1968 ; Nriagu, 197 5) pentru a se obtine energia 
liberă- ; λα. C TT - — q 


ο. Wr 6.49) 
si entalpia liberă ( exergia) E 
Mi — To, FOR, (2.43). 


cunoscute respectiv si sub denumirile de potenţialul lui Helmholtz 
si potenţialul lui Gibbs | (Vládea, 1965 ; Antropov, 1979; . Bosworth, 
1981). Prin definitiile (2.42) si (2.43), energia liberă si entalpia liberă 
sînt mărimi de stare ale căror diferenţiale satisfac respectiv ecuaţiile: 
(2.407) si (2.417) preluate sub formele 


do, = — σι dT -- Pt dpi. y, Xa, (2.44) 
Fi j-2 í 
si | 
dy, = sAT + Sap, Fy Xs. (2.45) 
ο... 1552 a = 


| m a, 2 
Pentru. ansamblul celor m faze cu masa V ei dV, =p dV $i 


iz1 
pentru ο unitate oarecare a acestei mase, variatiile infinitesimale 
de căldură se pot prezenta cu expresiile | 


m "m a s, z. ð T 
Y ede T) V, = F δι τω) aravit X e[ S| eave 
i=] : : oT Py ἐ--1 Τ 


i=l Op: 
sau 
m ~m ole T) if y* o ims | aa 
6,7) dv, Sy ϱ) 5} | ae av, + Y pl —[ ap av 
MB ριδίο. T) dV, Sel aT |, C Σ e e lr i 


si respectiv 


m m ^. F m 0 Mn 
i-1 ; i Pasi a del T | 


ΓΝ ἐ--] oT € -0 pi : 
y; ed, M N-edV; Σ edY, 
i-1 i=) i=l 


(2.46) 


Sau 


5 ριδίοι T) dV, x qued 2 ara; y de t η ap av, 
5 i i T- i 


DERT” i= P 
RER Atat Aae 1 a a Ἢ Vee s OVE See d 
Σ dY, Y pV: Σ ed, 
i=l i=l i=l. 1 
(2.41) 


Dacă, se utilizează notatiile (2.12) si (2.17) conform cărora 


pă DY, | 
ded πρ "jou 5 ριδίο.Τ) AV, = 36 T) 


2 e; dV, 


si se mai introdue notatiile 


d (οι τ) 
i = I dry; 
à : | Gb |; i 


3 ep 27 (2.48) 
Σ ed, | E 
hoci | 
Σ d | dedV, mM 
jal e: JT τι = - dă > (2.49) 
Yd mt E 
i=l 
Y ei E dV, "κ vk 
EE uw TOR Ρε a Le (2 50) 
m n eT > ` 
b e;dV; 
iz 
şi Nig | 
ay eof | dpd V; τ GT ae | 
Ε΄" d al dj: 5s (251) 
$ ear. is | 
i=l 
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atunci expresiile (2.46) şi (2.47) ale variaţiei infinitesimale a căldurii 
medii pe o unitate oarecare de masă à erustei terestre se pot serie: 


oT) = Gra at + Ed ΠΕ 
GM — pes Τ 
[or aT i age : (2.52) 
^01 175 . 0p jr 
Evidentiind căldura specifică medie la masă specifică medie cons-. 
tantă i | 


κ. iy | (2.53) 
ôT = b e 


si caldura specificit medie la efort unitar mediu constant sau presiune 


medie constantá i | i 
| ame Li 


aT 43 P 


(2.54) 
intre care există, conform eu (2.24), relația 


m = s E h (2.55) 
n 4 | 00 jr 0T]; 


variaţia infinitesimal’ 3(c T) se mai exprimă sub formele 


AT zi ar uo is =. [s ΠΕ ap]. 
(oT) A Tino de) tbe do dp) 
| YI 


EH 


Prin aceste ultime forme ale expresiilor variaţiei infinitesimale a 
căldurii medii pe unitatea de masă a crustei terestre, se relevă 
entropia specifică medie σ cu diferenţiala totală exactă 


| (ET) 


do = = 


ὃς χη ps dg Par (7) dp (3.51) 
S Ld τ, TA aw 
T pto T opr” 


in, care 


06: ez 
——— = eee D ) 
sit av ene 
6) =) (2.59) 
96}τ OPIT 
| le] rc Ys. (2.60) 
Ur AB ΤΉΝ 
ȘI | 
ey - o . ο 
Op T © Ņ\ÔPIT 


Potrivit egalității (2.31) şi inegalității (2.37), pentru ansamblul celor 
m 

m faze cu masa Ὁ) e,dV; = 5 dV si pentru ο. unitate oarecare 4 
r= á ͵ 

acestei mase izolate ca un sistem termodinamic închis, variațiile: 

înfinitesimale de căldură sint respectiv de formele 


Y; p(T) dV, = T Y; edel, > dt Σ μαν. 


Te Tipo ia 
igi 
Y ριδίοι T) dV; e. p, do; dV, Y μιᾶ V, 
i=l - = gh E ET dt T EUM A (2.62) 
meh YoedYs 50 06M edYi 
E μα i=1 


Dacă pentru variaţia infinitesimală a căldurii medii pe. o. unitate 
oarecare de: masă a crustei terestre se foloseşte notația (2.17), iar 
pentru diferenţiala entropiei specifice medii și fluxului mediu de 
căldură. din sau in surse interioare corespunzatoare aceleiaşi unităţi 
de masă a crustei terestre se introduc respectiv notatiile. 


Y g,do,d V ; n κ 
κ. = = X ededY.- ae (2.63) 
m = dg Gn 
Σ edV; Le! 
i-1 


94: 


— 


AV 
Pu l^. mx " 
= tren by V. ED. (2.64) 
m + 5day k V $ 4 4 
Σ g,dV, : M ow i | 
t=1 
atunci din (2.62) rezultă ca 
$ x —-E2O (2.65) 
și 
ope!” 2 i 
ες ο > 0. (2.66) 


insfir sit, potr ivit ο (2. 40), (2.41), (2. 44) si (2.45), difer entialele 
energiei interne, entalpiei, ener giei libere si entalpiei libere ale ansam- 


blului celor m faze cu masa Y p,dV; = gdV se definese respeetiv 


i=l 
prin expr E 


| 
| 


Σ ede νι = T Σ edo,dV, + e Pt dpd; E Σ p X Xidz, dV - 


4=1 i=] Pi i=l j=2 


= e: mår, =f : c, do, V; + X dp. av, + > e: DE Χα} 


ΓΝ j= =2 


m 


Y, ede, = —at Σ peat Σ Σ τ αριάΥ, + Y, e Σ XHzAV, 


ve i=l j=2: 
şi 
k o,dy dV, = — dT Y, ρισι αι + Y dp,dV, + Σ ρι Σ Xida,dV i, 
dl i=l f=1 i=l 
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ar diferentialele aceloraşi mărimi de stare ale unei unităţi oar ecare 
ν acestei mase se determină astfel : 


Y pde, d V ι j y, ῥιᾷσιαγ; Y de d g,d V ; 

i—1 P. i=l oC TEN Pi { 45 
Σ pd, Σ ed, $ ed, 
i=l i=1 i=1 


m 


E TW | ; (2.67) 
b p, dV; 
i=1 
y; edd, Y PdedY, ^ y upaVA E οι Σ Yidz αγ; 
$=1 ἐ--] i=l . i=l j==2 
=T EM . 
it dV; SUP V. ay oy od V; 2 e dV; 
dal πο ἘΝ 
| (2.68) 
Y pod: Y eid Vi Sa dpe dv; Σ ei Σ Aida av, 
έξη Ἐν. ην G ZW. * cia ad. Pi. 3.1 ES j=2 ' 


Y ed V; 
i=l 


της 
55 
[e 
Tn 
hz 
iM: 
3 
£u 
—À 
SS: 
11515 


i=l i=l 
(2.69) 
Şi T 
b: c dy, dV; Fr nx Σ dp AV, Y at Σ XideaV; 
BU κ ie i=l En 

5 iw Y edv. M Y; ed V, ji Σ dV, 

wy = i=l AZI 
| (2.10) 
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Utilizind notatiile (2:13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.20), (2.63) si intro- 
ducind încă notatiile a 


m 


Y p, dod; | 1 | n Rd X 
-πη------ NU y, edo dV; — de, (2:11) 
; | A {ιο λε 
Y p, dV; 
ica 
τι >, o, dy dV; 1 ^m : 
— rr: = ay Σ ely d Ve ay | Ate 
2 el; E 
ic 
si 
23 p, oV ;. j 1 n | | β- 
E IE pr acre 
i=l 


~ Y e, dV; 
t=) 


energiei libere specifice medii si entalpiel libere 
v specific’ medie pe o unitate oare- 


he 
pentru diferentialele 
), (2.68), (2.69) şi, (2.10) 


specifice medii si pentru entropi: 
care de masă a crustei terestre, ecuaţiile (2.67 
se prezintă respectiv sub formele 


ae Tas +73 ry Xm, (2.74) 
i OR j-2 
ip eis 1 ΕΙΝ. A] nos, ps or 
dă = Tis += ap F y; Ada (2.15) 
e - j=2 
aga τς ο yada, (2.76) 
σον mi ju παν Ze 
şi 
Aw ES d 
dy =— od +—dp+ y+ da; (2.77) 
e j=2 


2.3. Al treilea principiu 


Pentru orice unitate de masă a unei lazo di 1,2,..., yt 
cu căldura specifici (căldura masică) e, la temperatura T, variaţia 
infinitesimalá a entropiei specifice este o diferenţială totală exactă 
în a cărei expresie (2.31) preluată sub forma 


(c, T) 


intervine mărimea esențialmente statistică ¢,7 „corespunzătoare 
„distribuţiei de energie pe mulţimea tuturor particulelor componente: 
ale unităţii de masă a fazei (fig. 2.2). Această distribuţie (Brush, 


Numârul de 
particule 


Energia minimă 


"Fig. 2. 2.Reprezentarea grafică a unor distribuții posibile de energic pe particulele 
componente ale unităţii de masă 
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1970 ;'Flamm ‘et’ al., 1973): poate rezulta: din diferite aranjămente 
(Stări microscopice) egal posibile al căror număr reprezintă o proba- 
bilitate π, de realizare a stării macroscopice core espunzătoare entro- 
piei specifice c;. Definind : probabilitatea termodinamică πι astfel 
încît: să fie satisfăcută egalitatea 


RINA T) dai 
wheal cg! Gigy 


‘Sse';deduce pense diferentiata entropiei specifice o expresie de. 
forma 


us (2.79) 


cT goto vm 


T; 


in care k; are. semnificaţia unei constante caracteristice fazei. Spre 

exemplu, în cazul unei faze reprezentate . printr-un gaz “perfect 

(ideal), constanta k, este egală cu constanta lui’ Boltzmann (1, 380662 - 
10-23 JPK) raportată la masa gazului. a 


In cadrul oricărei unităţi de masă a unei faze, valoarea instan- 
tanee a energiei fiecărei particule componente este aleatoare si, in 
consecinţă, ‘există ó dezordine “caracterizată prin probabilitatea 
termodinamică πι dată de numărul stărilor microscopice egal po- 
sibile pentru realizarea stării macroscopice corespunzătoare entro- 
piei specifice c; (Boltzmann, 1884). Cu cît se reduce ecartul de va- 
riatie a valorilor instantanee ale energiilor particulelor componente, 
cu atit scade dezordinea caracterizată prin probabilitatea termodi- 
namică π, şi implicit entropia specifică σι. Egalizarea valorilor 
instantanee ale energiilor tuturor particulelor componente nu poate 
fi concepută decit là: un nivel de stare limita la care ar inceta complet 
orice agitaţie termică a particulelor si s-ar realiza ordinea maximă 
corespunzătoare valorii unitare a probabilității termodinamice. si 
valorii minime 6; min a entropiei specifice. Integrind ecuaţia diferen- 
țială (2.79) între această stare limită si starea, marcată prin proba- 
bilitatea A πι și entropia specifică c, adică 


o; n. 
dr 
do; — k; E 3 
πι 
d - i min i 
se obţine relaţia 
σι = OF min Els k; In πι ~ (2.50) 
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conform căreia entropia. specifică, ar putea. avea. valoarea minimă, 
9; min constantă, (independentă, de mărimile de. stare). numai dacă, 
probabilitatea, termodinamică ar. fi unitară, deci dacă- agitația; 
termică a particulelor ar înceta complet şi implicit temperatura. ar: 
deveni egală eu zero absolut (T = 0°K). Potrivit principiului al; 
treilea al termodinamicii (Spacu si Săndulescu, 1966 ; Hutten, 1967), 
temperatura zero absolut nu poate fi însă atinsă, căci la această 
temperatură orice proces s-ar desfăşura fără vreo variaţie a entro- 
piei. Aşadar, principiul al treilea al termodinamicii postulează cá. 
este imposibilă desfăşurarea vreunui proces fără o modificare minimă 
a entropiei. In cazul particular al unei faze solide cu structură 
cristalină perfectă în care o,,,;, se anulează şi relaţia (2.80) se reduce 
la relația lui Boltzmann i 


σι = 1; In πι (2.51) 


principiul al treilea al termodinamicii enuntat initial de Nernst si 
Planck (Vlidea, 1965; Spacu și Săndulescu, 1966; Fermi, 1969; 
Kirillin, et al., 1981) poate fi rcformulat astfel : către zero absolut, 
entropia oricărui cristal pur perfect (corp cristalizat si omogen) tinde 
către zero. | Z EM N " 
"Conform. relaţiei (2.80), entropia ansamblului celor mi faze 
. um ex EID 13. : r : Ms ; 
cu masa Σ eid V; = pay şi entropia specifică medie. pe o unitate 
je: ; i 


oarecare a acestei mase se prezintă respectiv cu expresiile. 


> ρισι] V, = Y ρισι Any, a Σ piki In zd V; 
i=l del ^v cast : 


ȘI 
, i$ 3 
m m 


Σ ; eo dV, T Y ρισ, min dV, | Y ος, In πια νι 
; i=} 


- RR ee (2.82) 
M edF, Σ edy, Y eV, 
i=l i=1 nisi 


Dacă se foloseste notatia (2.73) si se mai introduc notatiile 


m 


> 0:60; mind V; 


i$ 1 » ~ $ 
z j pay Σ PtSi min V, = Onin (2.83) 
i=] " 
Σ eV; | | 
i=l 
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per 


E 


Y pik; In πι dV; 


5 m 
t=] η 


r | δαν Y, eiki In z,dV,— E; ln î, | (2.84) 
Ă προ ἐΞῚ T 
^x Pp κ E 


atunei expresia (2.82) a entropiei _ specifice medii ‘pe 'o.: unitate 
oarecare de masă a crustei terestre se serie sub forma. | tj 


c= 9,15 te k In π (2.85) 


in care 6,,, este valoarea minimă a entropiei specifice medii, î este 
probabilitatea termodinamică medie de realizare a stării macrosco- 
pice corespunzătoare. aceleiaşi entropii specifice medii, iar 7: este. 
o constantă caracteristică, pentru unitatea de masă a crustei te- 
restre. i | 


2.4. Relaţiile termodinamice 


Ca si entropia/specitică medie = e(T, 3). = S(T, p), pentru 
orice unitate de másá a crustei terestre, energia internă specifică 
medie & — E(G, p, Boy -Tae h di), entalpia specifică medie 
i= η(σ, D, Zo, Daye e, ἄμ), energia liberi specifică medie Ọ = 
—Q(T, P, Za 23....,2,) si entalpia liberă specifică medie y = 
=¥(T, D, Ča, %3,..., ἂν) sint mărimi de stare si deci. variațiile lor 
infinitesimale reprezintá diferenţiale totale . exacte cu: expresiile 


lU [08M ὁ pm. δε 2 
de = is | do + οι 5 de -+ 
Fu 66; e, 4 iy YT PNE ΟΡ. Ex, Age de MER 
δε 3 θε L 
b anat o SES RE an 
Cx G, Py Xy. . TR i Od, O, Ps Xas Xares oinn 


dă = (2) | je WT . τδ + 
co Pe 23 go o V] i D | 


511 8ος. «1 


ot =a ) dz, + ... F Si. x cr a | de, 
δῶ» σ, P» νο. 54 1 92, O, b, Xz» Xa. ΤΠ --ᾱ 
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x δῷ 29 z 
do = | — dT + (5 de + 
£d Το, μοβ de T, ταν T zpide Srn 


ijs Ud en quond ao ΠΡ d. 
025 TO Me eor E : 


. Xn 


x OY; ig i i OY 
d = | —— t aT zen 
hs EE De E A | 


gin 


CLECE TE E i S 
$l 
LI 


dp X. 


~ οι. lie ^ 
0p TUN OS. X325 Xm 


juge yt i e+ + (FY le nA ΣΠ 
Ca Τ, 7, aya. Sn: ' Od, TM το, Eg eIn- 

prin a căror identificare respectiv cu (2.74), (2.75), (2.76) si (2.77). se 
deduc imediat égalitátile (Tribus, 1961; Kubo, 1963; Vlidea, 1965; 
Zemansky, 1968; Fermi, 1969; Landau si Lifchitz, 1969; Kee- 
nan, 1970; Antropov, 1979; Kirillin et al., 1981) | 


cf δῇ 
(55) | μπε) i Ln ον τὸ 8B) 
eo tr Ta ael tn d 06 >, κο, us η 


| εν = (22) ο o ci 
ο Ας | 


p 
Y Β 


Ἴ ii ara la (2.88) 
Op) T, το, Dao oi ρ i 


eorn, 


gpm 
5» | As 
mis 
e: —— 
a 
E] 
. 
πὲ 
E 
ὲ 
| 
ETN- C 
Wes 


E ---.ᾱ. (2.89): 
asi es NOD aS 122143 ! 


at) [8 E. A 
ο. o T 2ο lan ES T» ρα...» x 
ΟὟ ~., 
Ll— (= à = As, 
BPR 2» xq on 
0955/6, Biao ἂν... na δῶν) 6, δ, Fy Ἐν. ini 


-- (ao ga a ee) e» 
-. XN09,]T, $2, 5 δῶ; SURE? 


-- A - κ ^^ ~ 
s Xar Zyre sina T, bs Xas Xy.. 91 


— 
ja 
ees 
br 
8 
Ὅ 
x 
e 
ὲ 
rey 
VIa 
E 
bo 
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Întrucit fiecare ‘dintre variatiile infinitesim ale d£, dh, dọ si dy 
reprezintă o diferenţială totală exactă de forma 
| A PE all T l 
dw = Y AX/da; 
j=0 

în care Y = oy | dx; urmează că sint îndeplinite condiţiile de 
integrabilitate (Rothe, 1949) prin anularea. oricărei expresii 
Max, — oX*/az, independente de metrica spatiului (Sabac, 1965), 
adică 

aa A | geet OF 


= τος 0, 
ότι OX; 


unde j, k=0, 1, 2,... 1. “Pentru j = 0 αἱ w= 1 sau j =1 si 
k = 0, potrivit condiţiilor de integrabilitate corespunzătoare fic- 
căreia dintre expresiile (2.74), (2.75), (2.76) şi 2.77) ale. diferentialelor 
dz, dy, dọ si dy, se dispune respectiv de relatiile 


0$]s Leal p?) 5 


αλλο Ω] 
Ge τ RINE ην 


eS ο) 0:91 
pjo β7λὂσ}ς | 
ης Bih 
ap Js p” tos); 
(=) τω (2.93) 
μετ πό ETR I 7, 
si 
(5) quer) (2.94) 
Op/T p? WT D 


| Tinind seami de (1.12), (2.58), (1.10), (2. 60) si deci de egalitátile , 
(3. Ce *h TY a T 
"n oT 3 ve B I ὃς : 
Ex ο 2 
20). | ir); 2 ei 


si 


relatiile (2.91), (2.92), (2. 93) si (2. 94) se mai seriu respectiv astfel : 


(22), E CLAMP (2.95) 
IAP Ja Ee a Py | 
ES) Ea ` (2.96) 
pjo | 956 | 
(5) ESNAL Y .. (2.91) 
NCB) r Be? 
şi | 
{5 x de ες... (2,98) 
ep è 


Dacă se substituie in ecuația (2.74) numai: dă prin (20/0 T); d T 4- 
+ (69/08)rd? sau dă prin. (95/91); AT + (26/0p)r dp si d$ prin 
(ale), dT (29/6), dp, in ecuaţia (2.75) de prin (26/0 T); dT 4- 
+ (25/23) dă si dp prin’ (29/27); ;dT + (28/28) d$ sau numai 
de prin (05/07); dT + (06/29) ap, în ‘ecuația (2.76) numai dẹ 
prin (08/47); ay + (25/25) dp sau numai dT prin (27/25) dp+ 
+ (27/26); 46; ἴαν în ecuaţia (2.77) numai dp prin (28/27) d T-- 
(epode au numai dT ipu (21/59): tote ee A atunci 
se- obţin pentru dz, dă, dosi dy expresiile 


οσα πε |.- “ο. "ed 
— dT + ----- [d Xd 2.99 
ELE. ΤΝ SES pra τω, em 
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Sau 


s τ iz ΕΣ dä; (2.100) 
p^ (ep T j=2 1 
26 1 (ep σ 
^D 00e pel 
| | aT}; e lor]; | : 
us Jaz + 5 Xs, (2.101) 
j ρ CRIT j=2 
sau 7 | | 
le! ae eta (36 F 
ai = ar) ar + He ας Jy X'aà, (2.102) 
"hà € T. Jz dL Nép/r e ent 
d$ = i a4 2 ea jars P? (55) dj + y; ἆναδ, (2. 103) 
p” óT Js e? Vep/r ce? 
Sau 
, eT) Sree E z 
agi ee dea d t) eh ry Xa, (2. 104) 
| 0/3 p eer \ OG}; Pp? Σ 
si | 
ay = y r3 jar πλ, E Ag y Ñ dž, (2.105) 
eAoT J? P AOB/n- ^ za 
sau | 


dy ο ο — (0) dé. za »E X^ dă, (2.106) 
~ Op P T: 0p p j= 


in care mărimile de stare &, ἢ, @ si ¥ sint repr ezentate ca funcții de’ 
formele ξ = (τς, Ta ay. aa Său E E (T, E By Tar.. 


— 


ο ὤη ) î = pp Ta By. AC Sau η = a Z, d Tar vy. " 
2 Όν}Φ =T, £o Dar Boy. En) sau ᾧ = Q(D, B, Ga, Day n-a 2, 
ȘI y WT, 6, Ta a Za) sau F -- Y (Ρ,. Τρι ἕω a. ae Prin 
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5 — c. 299 


intermediul 
dé, dă, deşi dy, se evidenţiază relaţiile suplimentare 


al = t. [5) 
eT Py Fan a SOUL ? 


piene 
ur T, το σα»... ΧᾺ 
οι. 2020) 
0p T, a Xy. unsă > 0p T 55 0p T. 


ο ο» 
δβ)τ, s.n gir P VOR/T 


(5 Ms MILI 
Οζ Ὁ. m 0T Js 


dos] hi. + (22) : 
NOT REA aN Sa ο 2 407); 


(Fea τ -2 (2), 
μα αμα 


c ter CENE (a |. 
: pO Oi see € 
0p e; Za ea κά ` Op: ? 
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ultimelor expresii ale diferentialelor totale exacte 


(2.107) 


(2.108) 


(2.109) 


(2.110) 


ae abl) 


(2.112) 


(2.113) 


(2.114) 


(2.115) 


(2.116) 


"EM 


(2.117) 


a * eu asd 
(55) gode 4s d Ee μα, (2.118) 
PIF, Sy, s. νὰ Op)... p? 


T) J Im δῇ | 
a M^ = Ἔ ORG ------ 9 2.119 
ὅπ Ἔα γη εν YR ae! j l 
N 1 (ap 
{51 pr PLE (2.120) 
δβ)τ, 5, Ἐν. ἂν. β.λθβ/ης 
27) . | 
E == δ (το) SAN T) |) sei 
f 29 Or Xa, ETC AER I 0p e e 
și 
25 | 2 
(22) | —-—$ tes (2.122) 
OQ SAIS ee | 0$ /5 
iar din grupurile de relații (2.107), (2.58), {(2.108), (2. 97)), 
(69.109), (2.60), (1.10)}, (2.110), (2.98), (1.11}}, {(2.111), 
(2.58), (1.12)}, (2.112), (2.97), (1.11)}, {(2. 113), (2.60)}, 
{3.115 4), (2.98) Ve {(2. 115), a 3073] (2.116), (1.11)}, 
12-117), (1.12)), 1(2.118), (1. 10), Wa. 119), (1.12)}, 
[2 120), "(a I, (2.121), (1. 12)? si {9. 125) ), (1.10) } 
se mai deduc respectiv următoarele : 
( δ: 1 | 
(73), ee Mele? VT 
2 N = fas ix (2.124) 
Αρλ mauu "62 B 
a pim ο κας, Al EP. (2.125) 
oT ο, x, . n e 
a | i lea 
(5) | => (8p — ἄτη, (2.126) 
ODIT E I ον] 
on ΠΡ ΓΆΡ ve. 
LER. Epp er 3 2.127 
oe νομὸν | a ae e ndi! 
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1 sd 
B) olus 9 
[2 De aj 


Xn 


n) κ. pEi 
| oT Portas Week, SX ul dud 


ie: 


r 1 ac 
do indir 
cM us M EL Ζ 

[5 δ, ἀν gre 


γ & să 
ΟΥ \ x. Eta 
Gr δεν et 
y 1 
OY m, 
δ5 T, í; X3 in ) e 
ΟὟ le _ 8$ 
a. Seer EC Tu 
(2). 2843 που ju p ' 
: γ © 
51 OY : Aie 
i Poke us LIT Xn g. p 


' hi αρ x iV 
η el Pee 
\ OD }},3, Far. ση "Jui Ae 


(δῷ i ST ant de 
3 i eae Partin | e \ ας; 


(2.129). 
(2.130) 
(2.131) 
(2.132) 


(2.133) 


(2.184) 


(2.135) 


(2.136) 


(2.137) 


(2.138) 


4 o 11 fiecare 
int indeplinite pentru 
e (2.09), (24100), (2101), (2.102), (2.103), (2.104), 
Mu Raa (2.99), (2.100), (2.101), (31 | 
dintre expresi 
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e 


(2.105), si (2.106) ale diferentialelor d£, dij, dà și: d7;. se mai dispune 
de egalititile :': LAKE BEI ο stam ΛΟΓΟ Nig 
(CE) ο... 

sal ον ο μή» V 


ος" plep 


ΝΤ 
Op oT P p? oT » T O T 


E |} » (2.143) 
0p/r 1); 
2 în rii p? : zi 
GHEE) A, em 
N δΡΙ.. yep adha .(0pL N bjp 5. | 5 
πο. 
"n „P EPer LOT | $Y0g/r]] 2 
si a 3 ἥρω Im Ti 
RRES ea yates |} > — 2 1284 
og Op? PMs 0p 98/34] 5 
Prin oricare dintre egalităţile. (2.139), (2.141) si (2.145) se regăseşte 
relaţia, (2.93), prin oricare dintre egalitatile (2.140), (2.142) si (2.143) 
Se regăseşte relatia (2.94 


( ) jar prin oricare dintre egalitàtile (2.144) 
ȘI (2.146) se găseşte 


relatia 
(=) (E) =(5) PE n. (2.147) 
OPN Opss ops ob), 5: 
are se-mai poate scrie, tinind seamă de (1.12) şi (1.10), astfel : : 
η em 
ENAP aU P Cpls | | 


69 


în sfirgit, pe baza relaţiilor ((2.123), (2.124)} sau {(2.125), (2.126)}; 
(9.191), (2.128)} sau {(2.129), (2.130)), (2.131), (2.132)) sau {(2.133), 
(2.134)} si {(2.135), (2.136)) sau {(2.137), (2.138)),. diferentialele 


d£, dij, d si dă se pot exprima respectiv sub formele 


dă =0;aT tae ps ty aa, 
sau l ἭΝ | 
PR e aci (a WU c Ee AN 
dz -(s E Zar l (8p — &T) AD +9 Kas, (2.150) 
L e ye 132 Ὁ Y. | 
dă -(5 + ar nea — &T)d$ + Y Xidz, (2.151) 
XI. pe β 6" {το ! 
sau ; f 
EE E πρ ENL A 
πε REN Μ΄. . 1-2 ; 
de πτ( C2 Jar TBP ap + yy Kaa, 
P m. j-2 
sau | | | | n | 
IUD E8297. TERRE ame. gh 7. zur! 
7 ΠΡΙ oL P j22 
gi um» 
ολ pha . “. 
dy =f -— Jar ary o RO X! dă, 
ὃν Bp? j= 
sau 


2.5. Aplicații 


. (2.149) 


(2.152) 


(2.153) 
(2.154) 
(2.155) 


(2.156) 


w . v “ L 1% * M | 
25.1. Să se calculeze cantitatea de căldură eliberabila prin scăderea | 


temperaturii cu 1°K din cite un metru cub de bazalt, diorit, gabbro, 
granit, piatră ponce, sienit, tuf, gneis, marmură, şist cristalin, ardezie, 
argilă, asfalt, calcar, dolomit, gresie, huilă, marná şi nisip. 
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| 
1 
| 
1 


„Rezolvare. Variația cantităţii de căldură dintr-un ' vo- 
lum V derocă este dată prin produsul £V - e(T — Te) în care 8V,.2 
si T — T, reprezintă masa, căldura. specifică medie si variatia tem- 
peraturii rocii. Pentru V —1 msi T.—' T, =1°K, variaţia can- 
titátii de căldură devine numeric egală cu pe. Utilizind valorile 
masei specifice & si căldurii specifice medii € date în tabelele 2.1 
și 2.2 pentru rocile menţionate, se obţin pentru produsul pe valo- 
rile înscrise in tabelul 2.4. 


fi! "Tabelül 2.4. 


Valorile cantității de căldură eliberabile dintr-un metru cub de rocă prin scăderea tempe- 
-. raturii eu 1"K. . i 
Cantitatea de căldură eliberabila dintr-un metru cub de rocă 


„ Denumirea rocii prin scăderea temperaturii cu 15] 


Roci vulcanice 
Bazalt 


(kT/m3.*K) : 3 


2160, 0— 2816,0. 


Diorit .1827,0— 1890,0 
Gabbro j 2059, 0— 2130,0 
Granit 1882, 5— 3660,0 
Piatră ponce 370,0—. 900,0 
Sienit 2184, 0— 2352,0 
Tuf 


Roci melamor[fice ` 


Gneis 

Marmurá 

Sist cristalin 
Roci sedimentare 
Ardezie 


Argilă 1350, 0— 2080,0 
Asfalt 1012,0— 1380,0 
Calcar 1648, 2— 2612,8 
mig 2464,0— 2668,0 
ăresie 1562,0— 2288,0 
calcaroasá 1587,6—1612,8. 
Huilă 1512,0— 1890,0 
Marnă 2024;0— 2200,0 
umed 3971,0— 4284,5 . 
uscat 


1092,0— 2520,0 


1800, 0— 2025,0 
2016,0— 2850,0 
1764,0 


1987, 5— 2025,0 


1120,0— 1666,5 


2.5.2. Să se determine variaţia entropiei unui kilogram de calcar 
Prin creșterea, temperaturii sale de la 281°K la 341°K şi prin scăderea, 
masei sale specifice de la 2650,000 kg/m. la 2649,404 kg/m?, stiind 
Ca în această transformare calcarul. are căldura specifică medie 
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ος de 775 J/kg. °K, coeficientul mediu de dilataţie volumicá izo- 


bară & de2,4-10-51/°K şi coeficientul mediu de iai i esibilitate 
izotermá β. de 0,243 - 10- -10 m?/N. 
Rezo Lvar e. Diferentiala entropiei specifice medii 


ὃσ naa 
dé =| — ar dp | 
8 bz): rig 5 id 


se poate exprima, potrivit relaţiilor (2.58) şi (2.97), sub forma 


în care ὃς ‘gi ᾱ/ᾱ. depind in general de temperatura T si de masa | 
specifica medie- 6. Considerind coeficienții e ὃς si &/ğ cu valori medii 


constante pe intervalul restrins al transformării de la 5, To gi Po 
lac, T si 9 ls integrare se deduce formula 


Din aplicarea acestei formule rezulta ca: 


PAM va md A 2.4 -10-5 | 1 de: } 
5 — 6, =775- In — ---------|-π-πτ-ππτπτ)ῦ 
281 0,243-10-1 96049404  2650,000 
= ly 
x 150,06 4i ἡπρίοο R.. 
kg -°K kg -°K 


5.9. Să se calculeze variațiile izocore şi i izobare ale entropiei scală 
de in raport eu temperatura, la 273,15 °K, pentru bioxid de carbon, 
hidrogen sulfurat si metan. 

Rezolvare. Aplicind relatiile (2.58) si (2. 60) in care, T are | 
valoarea, de 273,15°K, iar ¢~ si ὅρ au valorile date in tabelul 2.2, se. 


obtine pentru bioxid de carbon 


0$) 0563105 ~ 2.30049 2. E _ 0827108 a 99991 7. , 
NOT Js 218, 15 Ne kg oT p „213; 15 ba kg | 
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pentru hidrogen sulfurat 


σ 0,85 105 ΣΝ. 11-103 pt 
(22) L5 dU ERI m9]; (5), — HE oco, genes 
0T CELEI ôT 273,15 kg 
si pentru metan | 
Ae Š 3 ᾿ pi 9 : 3 V 
Es) i NE Eom = 18 1" Dobos. 
0T]; 2B RG (E eee! ACTUL CES kg 


2.5.4. La temperatura de.300°K si pe intervalul de presiune de la 
0,980665 105 Ν μα’ —1 at la 490 ,3325 - 105 N [m? — 500 at, să se eva- 
lueze variațiile izoentropice ale temperaturi ii in raport cu masa spe- 
cifică si cu efortul unitar sau presiunea pentru cuart si pentru calcar. 

Rezolvare. Potrivit relaţiilor (2.95) şi (2.96) în care 
T =300°K precum si datelor din μεις WAPI 2, 29.1 si 2.2, se 
gaseste pentru cuart 


oT . 0,15 - 10-5- 300 "M 
po . 0255 10-15 0,78 108 - -[(2,50...2,80) 103, 
= (0,28858. . .0,36199) - 10- τς d 
i | kg 
gi 
oR x pă 0,15 10-5 - 300 E 
(Gale T 0,78 +103 (2,50. ..2,80)-103 
OK 


= (0,20604. . 10723077) - -10- OM 
; N 


iar pentru -calcar 


= ο. 940-10-5:300 - rat re e 
"m 0,243 - 10719 - (0,67...0,92) - 10? -[(2,46....2,84) - 10 315. 
— (3,99302. ..7,30771) - 10-222 E. 
tg 
Și | ET 
(=) ον ο 840.-10-5- 800... κ 
dp) (0,67...0,92) «105 - (2,46. . .2,84) 105 
— (2,75566... .4,36840)- 10-0 NE. 
N 
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2.5.5. Sá se determine variațiile izoterme ale: entropiei in raport 
cu masa specifică si cu efortul unitar sau presiunea „pentru cuarţ 
şi pentru calcar. . HN. TIRY x4 
Rezolvare. Pe baza relaţiilor (2.97) si (2.98) precum si a 
datelor din tabelele 1.1, 1.2 şi 2.1 se obţine pentru cuarţ, 


A PARTY -0,15 - 10-5 τ M 
BC - .0,255 - 10-1? - [(2,50. . .2,80) - 10312 | 
: ' . 4 
= — (0,09412. ..0,07503)-10-72 A 
. ἵν 1 NE. 1 Κο. κ x 
gi M li νο 
(0σ Y - 10-5 D x ES 
(55) a ONS 10 ...--ρφροοθ,.;0.δ8στιγ-1ρ-5Ππΐ 
A0p)r. (3,50...32,80) 105 7. [οι RAET, 
iar pentru calear hr Boag 
9 ο ο ο να | έ 
ο NE 0,243 - 10-10 -[(2,46.. 9,84) 10212 ` 
= — (1,603205... 1959453) 19-1 Neamt 
kg? ook 
gi τ 
σ 240-1075. ^ : 1 
E zu reU wo —(9,75610...8,45070) -10-9—~_. 
0p/r (2,46. . .2/94) 107 Ai i AV, kg - °K 


2.5.6. Temperatura de 328°K si presiunea de 4 -107N [πι corespun- . 
zatoare unei adincimi medii de 1500 — 1600 m în crusta terestră, 
să se calculeze, pentru calcar, variațiile izoterme ale energiei: interne 
specifice si entalpiei specifice în raport cu masa specifică si cu presi- 
unea, precum $i ale energiei libere specifice în raport cu presiunea si 
entalpiei libere specifice în raport: cu masa specifică. ©- 

Rezolvare. Utilizind relaţiile (2.124), (2.126), (2.128), 
(2.130), (2.132) şi (2.136) precum şi datele:din tabelele 1.1, 1.2 si 
2.1, rezultă că | 


D i d (^ , 240+ 10-8 ΟΝ 
OB] T ie O 0,243. 10-10 


„= — (46,92157. . .35,20514) 
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$i 


v? (2,46... 


(s 


NA rab s 
0p T, E DTE on 


ZA XI | 
i 51 TE (0,243 - 10-1. 4 - 107—2,40 - 107. -5. + 328): = 
= — (2,80488...2,42958) 10-51, | 
E: 
OBIT, τι, τν... n 
A 1 (12 2,40 -10-5 - 328 
0,243 - 10-19 - [(2,46 . . .2,84) - 103]? în ame T M hes 
-ᾱ 06203. ..6 174670) 109.7 ét 
eee: 


01] 
Op 


N e bsp (2,46... 


T 


1 


RATA ~(1—2,40 10-5. 328) = 
? 


Wa 
= (8,49341 .. .4,03304) - 1-4, 
As g 


0p Tyas; f P 


= (3,42254. ..3,95122) - 19-71 


(5) 3 
NUD poe ia 


= (5,10219. ..6,80023) - 10? 


eee N) πο dee 
5 (2,46...2,84):102. 


o 
> 


1 
0,243 - 10-19 - [(2,46. . .2,84) - 10°]? 


Jim 


o 
> 
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«O dezvoltare ulterioară a teoriei căldurii si 
corelarea legilor de bază ale termodinamicii 
ee seg a R87 fos s DE 8v o eonsiderind căldura'ea “energie: de miseare a 
:* particulelor extrem de mici, moleculele, din care 
sint formate toate corpurile materiale — a 
fost realizată in ultimul siert al secolului trecut, 
- îndeosebi de către Ludwig Boltzmann, in Ger- 
mania, James Clerk Maxwell, în Anglia şi 
“Josiah Gibbs, în S.U.A. Luind în "considerare 
. miscarea nenumăratelor molecule extrem de 
mici care alcătuiese corpurile materiale, este, 
desigur, imposibil si, de asemenea, lipsit de 
sens să urmărești cu precizie traiectoria fic- 
cărei particule individuale. Ceea ce dorim sa 
“eunoaştem este comportarea medie a molecule- 
‘lor în anumite condiţii îizice diierite care ne 
..eondue.la utilizarea iegilor statisticii.» 


GEORGE GAMOW. 
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3. Reprezentarea generalá a transmiterii 
cáldurii 


t 


8i Propagarea căldurii prin conductie și convecție | 


Distribuţia nepermánentá si neuniformă a căldurii in crusta 
terestră implică, potrivit principiului al doilea al termodinamicii, 
redistribuirea sa prin’ difuzivitate în sensul descresterii entalpiei 
(conţinutului de căldură). Dacă difuzivitatea elementară se repre- 
zintă prin scăderea infinitesimală a entalpiei. multiplicate: printr-un 
coeficient de :difuzivitate X. (vezi tabelul 3.1), atunci difuzivitatea ele-: 
mentară pe unitatea de cantitate de căldură se poate exprima, 
utilizînd identitatea termodinamică (2.152), sub forma 

~ ~ E, Exp e SĂ S tt 
18 X di = -. Κατ EL TED aea pA Σ dà, 
δέ. T po; T opl j22 


in care atit entalpia specifică medie fj, cit si temperatura T, efortul 
unitar mediu sau presiunea medie p si celelalte mărimi extensive 
To, Üa... Žu Sînt cîmpuri definite ea funcţii Sealare de timp și 
de punct pe domeniul crustei terestre. Prin dezvoltarea obişnuită, 
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Tabelul 3.1. 


„Valorile coeficientului be diguaiy itate termiesi pent? u unele roci vuleanice, metamorfice 


si. epdimteytare 


Denumirea rocii 


Coeficientul de difuzi- 


-vitate termică 


Sursa de informatie 


Roci vulcanice 
Bazalt- 


Diorit 
Gabbro | 
Granit. 
Sienit 


Roci -metamor[ice 


Marmurá 
Sist cristalin 


Roci E knot 
Argila 
Calcar - 
de Băile Felix — 1 Mai 
Dolomit 


Gresie 


Huila 

Marna 

Nisip 
umed 
uscat 


(10—6m2/s) 


. 0,595— 0, 775 


0,413— 2,154 


3,276— 3,389 
2,472— 2,602 


0,408— 4,615 
1,000— 1,500 


.. 1,978— 2,637 


1,230— 4,307 


2,226— 5,0645 
1,042— 3, 704 
0,022— 0,078 
4, 795— 5,664 
0,813— 1,191 


.3,151— 8,190 


0,141— 0,177 


2,114—2,873 


. 0,325 
0,274 


Davidescu (1965) 
Juhász (1976) 
Juhász (1976) 
Juhász (1976) 
Juhász (1976) 
Juhâsz (1976) 


Juhász (1976) 
Cermák (1976) 
Juhász (1976) 


Juhász (1976) 

Juhász (1976) 

Albu si Pricájan (1980) 
Davidescu (1965) 
Juhász (1976) 
Davidescu (1965) | 
Juhász (1976) 
Davidescu (1965) 


,; IOI 


id (1976) 


Juhâsz (19 is 


a difarentialsloi alatat οὐπάρλιοὶ nestationare se obțin pentru difuzi- 


vitatea elementară pern unitatea: ἀμ cantitate. de. căldură. expresiile 


ACE d c eee eee 
pdt CT t e; T 07 
X ἃ πας oT (1 — κατ) Op ; a, 92 
a e e a ae 
ez] 3 d. δὲ pest s δὲ. Cl jaz οἱ. ς 


din a căror identificare rezultá egalitátile 


ack 98 . θα XUL eT)Op κ. TE] y 5 (3.1) 
e;T ot T. ot Pes Mat δι. AIT uz. ὃ 

gi x ης ior επ el gh X Σ ὢ ce, (3.2) 
c; T. 01 T 901 peT Or Gs (1-4 01 


unde di si dF sint diferentialele timpului şi vectorului de poziţie 
r, iar O[Ot şi 0| dr = grad reprezintă operatorii derivată locală 
și respectiv. gradient. Evidentiind , viteza medie de transmitere a 
edidurii ee mere, ^T 


— X grad $4 --Ὅ (3.3) 
ἢ Pra pi te 
E 
care se compune din viteza medie de propagare prin conductie 
Mauer ^ grau. T — 10 (3.4) 
ju ! 


Si din viteza medie rezultantă: de propagare prin convectie 
: | 7 


i Ah (Xa p +S XY! grad 5; = 5, (3.5) 
| TE : 


e; T i 1-2 
se poate scrie conform egalităţii (3.2): 
D= w+. (3.6) 


“În general, o unitate de volum. al crustei terestre este consti- 
tuită dintr-o fracțiune m, ocupată de componente dinamic active 
și din fracțiunea complementară (1 — m,) ocupată de componente 
dinamic inactive, astfel încît un volum elementar dV de crustă terestră 
este reprezentat prin suma m, dV --(l — m.) dV. Dacă, în tem- 
peratura 7 în interiorul volumului dV considerat, componentele 
dinamic active si cele dinamic inactive se prezintă respectiv cu 
masele specifice p si př, cu presiunea p. și efortul unitar p* $i cu 
căldurile specifice . Cp Și cp, atunci ansamblul acestor componente 
se prezintă, potrivit notatiei (2.12), cu masa specifică medie Ἢ 


P = pm, + p*(1 — m), - η] (3.7) 
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potrivit notatiei (2.13), cu efortul unitar mediu, sau presiunea, medie 


~ a ee Ti 
i =] Com, ο” 63) 
46 | e ρἳ mM P ἈΚ 


şi, potrivit notatiilor (2.50), (2.22) si. (2.54),- cu căldura specificà 
medie m" aa εν νο a! κ i 


A ὙΠΟ — an: 
PELE e titi πο ae UTI (3.9) 


Întrucât unitatea de masă a 'componentelor dinamic active are un 
impuls relativ à nenul faţă de impulsul considerat nul al unităţii de 
masă a componentelor dinamic inactive, iar căldura se propagă 
deci prin conductie şi convecţie cu viteza rezultantă 10 +u in 
componentele dinamic active şi numai prin conductie cu viteza 


25 în componentele dinamic inactive, urmează: că transmiterea, 


căldurii prin ansamblul acestor componente se realizează (Albu și 
Pricăjan, 1980; Albu şi Enăchescu, 1981) cu viteza medie rezul- 
tanta — τ 


s ges Την. (10 +) + peš, (1 -m)wt 6 
M rl. τ rt = 
Pope W -F e op —.m,)w" pomet (3.10) 
i Ba 
în care | 
= 75 EG xe | TE ` σοκ As i | 
Lc np de că (3.11) 
. ,e5 a ui 
şi. 
ie Ata datul + E Mu =v Πάρε, 


„9 ἡ. i x ^". i e 


reprezintă, conform cu (3.0), vitezele: medii de propagare à căldurii 
prin conductie si respectiv prin convecţie infansamblul componentelor 


din volumul elementar ..dV. he 
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3.2. Fluxul de termoconduetie si termoconveetie 


Din motive de comoditate matematică, atit propagarea căl- 
durii (Cattaneo, 1948—1949, 1958; Morse si Feshbach, 1953; 
Vernotte, 1958; Kaliski, 1965; Gurtin si Pipkin, 1968 ; Tye, 1969 ; 
Meixner, 1970 ; Taitel, 1972) cit şi a capacităţii calorice (calorifice) 
în'crusta terestră, se interpretează, ca deplasări de medii continue 
echivalente din punct de vedere termodinamic, care se caracteri- 
zează respectiv prin cimpurile vitezelor medii w=wt, P) sit = 
= οί, P) definite prin (3.3) si (3.5) sau prin (3.10) si (3.12) ca functii 
vectoriale de timp si de punct pe domeniul crustei terestre. Urmă- 
rind aceste medii continue in deplasare, se poate presupune că ele 
sint formate din porţiuni asociate cantităților elementare de căldură 
PeT dV = PET, p) dV si capacităților calorice elementare pe; dV = 
= pe;(t, P) dV corespunzătoare volumelor elementare dV atașate 
punctelor P in mișcare cu vitezele w(P) si respectiv (P) reluate 
însă ca funcții numai de punct, astfel încît variațiile 'eantitátii de 
căldură si capacităţii calorice dintr-un volum variabil V(t) de mediu 
continuu (continuum ) se exprimă, pentru orice preces desfăşurat într-un 
interval infinitesimal de timp di, prin intermediul derivatelor sub- 


stantiale | 


E Y $6;T dV Pu + $6;T div J dV (3.13) 
di ^. gi πα Taker tne 1 | 
Vu) "m i | 


51 | 


d hei Je qo EL V PAP : | 
ME AA DEO av = Pe ρορᾶῖν 9|dY ' (814) 
dt ὧν | | dt - 4 
Vit) V(t) | 
notate cu simbolurile. diferite 5 si d pentru variațiile dependentă şi 
respectiv independentă de transformările intermediare. Dacă se uti- 
lizeazá dezvoltările 
- (PEST) _ APET) 


Ld grad (pc; T 
que wg j Me 


(PO). ôl) 


+0 grad (Poz) 
di^ wb iagi Né un ΠΣ 
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precum şi formulele. de’ analiză vectorială 


ὦ grad (2051) + dep div = div (pë; TÖ) 
„d grad (059) + 0; div Ὁ = div (630), : 
atunei se obțin pentru derivatele, substanţiale « (3.13). si (3.14) ex- | 


presiile . 


: È. Nn A VOS av aiv (3570) AV: (3.15) 


| 


E Τη "yum p | 
| E 38; ἂν = i A868) ay + aiv (Φομῦ) αν. (8.10) 
at)! Κιύθέν: νιφίχόνώ,:«Ὀθιποι 
v Vid. uoi An 


Aplieind. formula lui Gauss-Ostrogradski, potrivit cáreia 


| {αν (30; Tm) dV = φ Pa, a | 
a) alu | 
V div (5250) ἂν = } $0,9 dQ, 
| v(t) Qu) 
din (3.15) si (8.16) rezultă, respectiv că 


= Ves T av = - [2011 dV φ d ῬδρτῷαςΘ (311) 
«1... v(t) £t). 
δ (93 av = 2. (2ο, av ο ad, (3.18) | 
di ot 
vit) V(t) Qi) 


ounde dQ = 5i dQ este elementul suprafeţei închise Q(t) care mărgi- | 
neste volumul V(t) cu sensul normalei de versor n spre exteriorul: 


RI 


lui V(t). Conform expresiilor (3.17) si (3.18), derivatele substanţiale 
ale cantității de- căldură gi capacității -calorice .dintr-un yolum 
variabil V(t) sint compuse din derivatele lor locale însumate cu flu- 
xurile vectorilor poz Τῷ şi respectiv “οορῦ- prin suprafaţa închisă 
Q(t) care delimitează volumul V(t). Densitatea fluzului (flucul unitar) 
de căldură pe; Ti preluată din (3.3) cu expresia 
5021 Ὁ = — py grad n 
rezulta din insumarea vectorială a densititilor fluxurilor de căldură 


prin conductie pT% si prin convecție ptT ? care se prezintă, po- 
trivit cu (3.4) şi respectiv cu (3.12) si (3.5), astfel: 


po; Τῷ = — p% grad T 
ȘI 
ma e = d e ~~ at = aT ^ n pa ~ 
E E ec, Tam = — py. | ———— grad p + Σι X! grad 2; T 
T m"- j=2 TANT 


Evidenţiind coeficientul de conductibilitate termică 
$653 — X | (3.19) 


(vezi tabelele 3.2 si 3.3 cu valorile acestui coeficient pentru unele 
substanţe componente ale crustei terestre si pentru apă), se relevă οὔ 
densitatea fluxului de termoconductie este exprimată (Maizeli, 1951; 
Carslaw si Jaeger, 1959; Boli si Ueiner, 1964: Davidescu, 1965 ; 
Landau şi Lifchitz, 1971; Prusov, 1978; Kikoine şi Kikoine, 1979) 
prin legea lui Fourier: N M us 
oS Ῥδρτῷ = — % grad T, (3.20) 


lar densitatea fluxului de termoconvectie este dată printr-o lege de 
forma 


"πρ E s 1 x 1 2A aT FE n ~y 4 F 
| peg le pe Tn = — — | ———— grad p + Y, X/ grad ἆ, 
I Că A nap P j=2 / 
48.21) 


prin care se reunesc formele particulare ale legilor liniare de propa- 
gare a căldurii prin filtratie (Hubbert, 1940; Jacob, 1950; , Polu- 
barinova-Kocina, 1962; De Wiest 1969; Albu, 1981), prin dis- 
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: Tabelul 3.2 


* Valorile coelieentulni de e conduetibilitate termică pentru unele substanțe componente 
yer ale erustei terestre ‘non 


a 


i Denumirea substaiţei: ` 
1 2 


Elemenle nalive 


‘| Coeficientul de conducti- 
bilitate termică 
(W/m.°K) 


“Sursa de informatie 


3 


Argint 400,07— 423, 33 μα 
Aur 910552 rm δα Es 
CER | Davidesâu (1965) 
grafit 11,63— 174,45 ' 
Cupru 357,04— 391,93 
Minerale | 
Anhidrit 
ermian superior 4,01 
eic p ον 3,80 3 jin Hurtig şi Schlosser (1976). 
Azbest 0,03— 2,17: Davidescu a 
Biotit 2,00— 2,50 
Calcit 
aralel cu axele cristalo rafice i w LONA ΝΕ m 
ΠΝ 5 4,20 Hurtig si Schlosser (1976) 
Caolin 0,29—0, 42 Davidescu (1965) 
Cuart 


perpendicular pe axele cristalo- 


grafice principale 6,70 
paralel cu axele cristalogratice à; ΜΝ 
principale 13,40. 
Gips 3,49 
Sare. gemă, 11,20 . 
Roci vulcanice! | 
Amfibolit, gabbro si bazalt. 2,30 
Andezit 3,30 
Bazalt 71,07 
1,84 
' 1,16— 
2,10 
Diabaz . 5,81— 
Diorit 8,14 
Dunit 715,22 ] 
Gabbro 6,98 
Granit 2,40 
2,10 
2,50 
Melafir ^" 
permian inferior ; 1,50. 
Porfir p 
permian inferior . 1497 
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} srt si Schlosser (1976): 


Juhász (1976) 
Clark (1966). 


Kutas (1979) 
„Clark (1966) 
Davidescu (1965) 
. Hurtig si Schlosser (1976) 
Juhász (1976) 
Kutas (1979) 


4,65 
6,98 
Juhasz(1976) 


Clark (1966) 
Bernard si Evano (1975) 
Gable (1979) 


‘Hurtig și Schlosser (1976) 


(continuare tabel 3.2) 


eee a 
Riolit 3,10— 3,60 
Sienit T 2,00— 3,90 } Clark (1966) τομ 
i “5,81 
ο casti IMP Juhász (1976) EP THU. 
“Trahit i 4,65 | 
Tut Ad -- 
permian inferior © l 1,80 Hurtig si Schlosser(1976) 
Roci metamorfice . 
‘Cuartit 5,40 Clark (1966) 
7,10 Hurtig si Schlosser (1976) 
3,90 Kutas (1979) 
Gneis 2,00— 3,60 Clark (1966) 
Gneis si sist micaceu i 2518 Hurtig si Schlosser (1976) 
Marmură 1,16— 9,30 
Serpentinit 6,98— 8,14 Juhász (1976) 
Sist cristalin | 3,49— 4,65 | n i 
j 3,51 | Jones si Oxburgh (1979) 
Roci sedimentare 1 E 
Argila 0,90— 2,50 | Cermak (1976) 
LE TZ Hurtig si Schlosser (1976) 
IE | [Plewa (1976) 
ordoviciană dio Ai | i abad $i Schlosser (1976) 
carboniferă 1,20— 1,80 | / Clark (1966) 
carboniferă superioară ' 1,95— 2,52 
permo-carboniferá η 1,96 
permianá inferioară 1,84 alia 
permiană superioară 1.84 Hurtig si Schlosser (1976) 
triasicá ! 1,38— 1,80 
jurasică | 1,76 | — j 
liasică inferioară 1,38 > Ox 
kimmeridgianá 1,28 } Ἔ sh Oxburgh 41079) 
cretacică 1,84 E 
Argilă si gresie silticá 3,14 Hurtig si Schlosser (1976) 
Argili οἱ marnă argiloasă 2,50— 2,70 l 
Calcar 2,10— 2,90 | Clark (1966) © 
2,50— 3,00 | Cermak (1976) 
3,30 | Hurtig si Schlosser (1976) 
2590 | Gable (1979) ` 
carbonifer inferior 2,42— 2,44 | Hurtig si Schlosser (1976) 
carbonifer 8247 | Jones și Oxburgh (1979): 
permian inferior 1,76 
permian QUAL 2,26 - 
iriasic 2,09 Hurtig si Schlosser (1976). 
jurasic 3,10 
cretacic 2,89 
eocen | 3,99 Salat (1968) 
Calcar și marnă. calcaroasă 3,14 | Hurtig, si, Schlosser. (1976) 
Cărbune 0,35— 0,95 Juhasz (1976) 
0,31 Jones si Oxburgh (1979) 


(continuare tabel 3.2) 


Conglomerat 


permian inferior . 
Creta 


Dolomit 


permian superior 
triasic 
Gresie 


cambriană 
carbonifera . 


carboniferá superioara 


permo-carbonif erá 
permiană inferioară 
triasică —— : 
jurasica 
cretacica 

cuarfitica 

siltică 


ordoviciană 


carboniferă superioară 


permo-earbonifera 


permiană inferioară 


triasica 

jurasică 

cretacică 

terliará 

miocená cu dolomit 


triasic si calcar jurasic 


Gresie si comglomerat 
permiene superioare 


Gresie si mamă., 


oligocene superioare ` 


Huilă 
Marnă 


carboniferá inf erioará 


permiană | 


2,14 
0,27 
1499: 


2,30 


"3.02 


1,59 


2,22—2,23 
1,70—2,70 
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Clark (1966) 

Gable (1979) 
Hurtig si Schlosser (976). 
Clark (1966) wil 


Plewa (1976) 


Jones si Oxburgh (1979). 
Davidescu (1965) 

Clark (1966). 

Hurtig si Schlosser (1976) 


Davidescu (1965) 
Cermák (1976) 

Hurtig si Schlosser (1976) 
Gable (1979) 

Jones si Oxburgh (1979) ` 
Plewa (1976) 

Clark (1966) 


Hurtig si Schlosser (1976). 


Plewa (1976) 
Cermak (1976) .. 
Jones şi: Oxburgh (1979) 


Hurtig şi Schlosser (1970) - 


Horvath et al. (1977) 


Boldizsár (1997) ` 
Salat (1967) ` 


Boldizsár(1965) 


. Davidescu (1965) 
. Jones și Oxburgh (1979). 


Hurtig si Schlosser (1976) 
Clark (1968) ἐν 


(continuare tabel 3.2) 


triasica | 1,50— 1,84 
jurasică | 4 1,63 
cretacică k 1,13 Hurtig si Schlosser (1976) 
„argiloasă 
triasică S l 1,03— 2,90 


calcaroasá si nisipoasá E 
miocená si panoniana inferi- 


oará 1,84 Boldizsár (1959) 
‘Marna si gresic 2,80 ^. Boldizsár (1956) 

liasice 2,56 l Boldizsár (1964) 
Nisip i 2,10 : , Garg et al. (1975) 

umed. i ; 1513 ^— Juhasz (1976) 
Nisip, argilă şi marnă | 

panoniene 1,83 e Boldizsár (1966) 
Nisip si gresie i 

miocene şi panoniene 2,28 Greutter (1977) 
Sol 0,58— 1,28 A | 
"[urbá Davidescu (1965) 

uscatà 0,07 


2 I 
persie hidrodinamică (De Josselin de Jong şi Bossen, 1961; Schei- 
degger, 1961 ; Bear, 1969), prin electroconductie (Landau şi Lifchitz, 
1969) ete. corespunzătoare respectiv legilor lui Darey, Fick, Ohm 
ete. Așadar, transmiterea răldurii in crusta terestră se realizează 
printr-un flux total a cărui densitate este definită prin legea. 


= = (gna pee ditt 


grad p + eh yj sg grad ij (3.23) 


m C5 j—2 


caracteristică pentru generalizarea $i unificarea formelor particulare 
ale legilor liniare de conductie de tipul legilor lui Fourier, Darcy, 


Fick, Ohm ete. Prin urmare, derivatele substanţiale ale cantităţii 
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Valorile coeficientului de conductibilitate termica 
pentru apa în funcţie de temperatură (dupa 


. Davideseu, 1965) 


Temperatura „| Coeficientul de conductibili- 
(°K) | tate termică (W/m.°K) 
273) 18... 0,551 
283,15 0,575 
293,15 0,599 
303,15 | 0,618 ` 
313215 ; 0,634 
'.323,15 um (e 0, 648 
[τ 333,15 EI 0,659 
3 343215 0, 668 
" 853,15 “τ 0,675 
. 363,15 R- 0, 680 
373,15 i 0,683 
393, 15 0,686 
413, 15 [ 0,685 
433, 15 0,683 
453, 15 E 0,675 
473,15 0, 663 
493,15 0,645 
513.154 νε 
' 033,15 0,605 | 
553,15 0,575 
: 578,15. 0,540 
593115415 NIT. 0,494 
613, 15 -- 0,437 
633,15 | 0,356 


Tabelul 3.3 


de căldură si capacităţii calorice dintr-un volum variabil V(t) în 
crusta terestră se pot exprima respectiv : 


+ = One: grad à 5 


ὃς j= 


Vit) .: Q(t) 


E na dia $z (graa T4- i— T ad p 


) ad - = fo; T wed (—* grad Tr ρ6ρ BEES dQ 


(M) 


dno sd ΒΕ 
ος αν == 66; dV — 
οἱ 
V(t) V(t) 
r4 aoo MM RUE LINT DEA HE EP See ZE TA 
T dies = grad: p + Vy X! grad à, dQ = 
TA e. T. j22. ΤΝ; 
Qt) ri 
Sor We doen: j 
ini 2i y ὃν dV + $ pema AQ S, 
i20 E a: 


Vit) Vit) 


i n^ * T | M | 
e Nz dV = —— + div (oem) | dV. τι (3:20) 
| V(t} Vit) 


3.3. Ecuația generală de difuzivitate termică 
| m. 

Transmiterea căldurii in crusta terestră este un proces ire- 
versibil pentru orice interval finit de timp (De Groot αἱ Mazur, 
1962; Fitts, 1962; Lykov, 1966), dar-se prezintă ca un proces rever- 
sibil pentru fiecare interval infinit mic de timp (Hutten, 1967; 
Kikoine şi Kikoine, 1979), astfel incit, potrivit principiului al doilea 
al termodinamicii, derivata substanţială a cantităţii de căldură. 
dintr-un volum oarecare V(t) se menţine egală cu fluxul de densi- 
tate medie à = g (t, P, T) datorit surselor interioare de căldură. 
din V(t), iar derivata substanţială a capacităţii calorice din acelaşi 
volum V (f) se anulează, adică 


2 πο. av = à av (3.28) 


V(t) V(t) 
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$i respectiv 


dite 
—\ oe, dV. =0.- (3.29) 
TA D (3.29) 
zn 
Substituind aceste derivate. substanţiale prin ultimele expresii din 
(3.24) şi (3.25) sau prin expresiile lor (3. 26) si (3.27), ecuaţiile (3.28) 
gi (3. 29) corespunzătoare bilanţului fluxurilor de căldură 51 conser- 


viri capacităţii calorice intr- -un interval infinitesimal de timp: 
devin : 


2 VT dV 4- 4c: x M și T+ oc, Tma) Și = D dV (3.30) 


C 
Vit) Qu) A9) 
Bb 
| = (3 pòz dV + ben oci dO = 0 (3.81) 
TIR Y(t) i ἂμ) 
sau 
q mE eR ia div (— % x d T+ ee, Tm, tt) — i dV —0. (3.32) 
vu | 
si 
dee -- div( ponmi) | ΠῚ 0. (3.33) 
ΠΠ; ni Wire! arii 


Întrucât volumul V(t) este arbitrar, ecuaţiile (3.32) si (3.33) se pre- 
zintă respectiv sub formele locale. ... b. 


| sien α ο, ο VIE RI ο esed rein (3:84) 
ae ο i div (ec măi) = ET (3.35) 
Prin intermediul dezvoltării 
BED) -+ div (pep Imu) = $6; P m 


ct 


de pem grad Τ + T Eu Area I div ( 2222] 


9g 


în care ultimul termen, al membrului drept se anulează potrivit 
ecuației de continuitate (3. 35), din ecuaţia (3.34) se deduce ecuația 
generală de difuzivitate ter mică (Kappelmeyer, „1979 ; Albu si Pri- 
căjan, 1980 ; Albu și Enăchescu, ΤΩΒΙΑΣ " 


$i 3P TETET grad T + div (— ž grad T) =p. (3.36) 


In cazul propagării căldurii numai prin conductie (Fourier, 
1822), adică al termocondueti iei, care se caracterizează prin anu- 
larea vitezei aparente Meat, ecuati ia de difuzivitate termică (3.36) 
se reduce la ecuatia lui Fourier 


$6; = + div(—.% grad T) =f (3.37) 


[e 


partieularizate, pentru x = const., sub forma (Carslaw si Jaeger, 
19595 ; Davidescu, 19097 Landau si Lifehitz, 1971) 


ο 
AL πα x div grad 7 = 
e. IIT 


ME 


; | (3.38) 


unde y = ο reprezintă, potrivit cu (3. 19), coeficientul mediu 
de difuzivitate termică, iar β/βὂρ-Ξ 2 AV /5δϱ dV este productivitatea 
de căldură pe unitatea de capacitate. caloricá.. 


{ 
* 
| oo e 


Daeá domeniul de integrare V(t) ar " izolat ca un sistem termo- 
dinamie inchis şi deci. masa 


{1 dV 
. Vu) | 
5- rar conserva conform ecuaţiei 


a [2 dy = 1 S 4- $ div i» $a ἂν = miler + div (9 | dV=0 


dt. dt 
Vl QV Vit) 
sau 


spi pi ps ντ. 4 
— A div” (pror = 0 
êt is Td t 
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atunci ecuaţia (3.34) net sub forma .. 


qe es n ym + aT EE 
e 


s-ar reduce la egalitatea 


i (3 T Se Ure ης atit 
ο w grad Gs | Suus 


sau 
wages T) r^» 
dm j 


corespunzătoare relației (2. 65) partieularizate . pentru procesul re- 
versibil desfásurat intr-un E al infinitesimal de timp. 


9.4. Fluxul de căldură prin suprafaţa exterioară 
„a erustei terestre . 


În ecuaţia (3.30),. integrala 


(— κ grad T 5s oc, T mái) dO 
qt) 

exprimá fluxul total de căldură prin Erata SARS Q(t) care 

mirgineste un volum oarecare V(t) din crusta terestră. Extinzind 
volumul V(t) la întreaga crustă terestră, suprafaţa Q(t) se constituie 
din cele două suprafeţe închise care mărginesc crusta terestră fără. 
să se intersecteze : cea interioară Q;,, reprezentată, prin. suprafaţa 
de discontinuitate Mohorovičić şi cea exterioară Qe, reprezentata prin 
l suprafața topografică a uscatului şi fundului oceanelor si mărilor. 
Întrucât sensul normalei la orice element dQ = ΠΩ αἱ suprafeței 
Q = Qin U Q. este considerat spre exteriorul volumului V,,,,, MĂT- 
ginit între Qim Şi O,,, urmează că, fata de un sens convenţional 
dinspre interiorul spre exteriorul Pámintului, elementele dQ,,, si 


d. ale celor două suprafețe ο 91 Qor BU respectiv expresiile dO, — 
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=i dQ zs ae si dÓ,, = 2 dQ = dO, astfel incit fluxul 
căldură prin suprafata Ὢ se prezintă, sub” forma — 


$ (eee Aa tae as a 


Ω 


S M κ grad T + pc; Tma) aĝ x ( — grad T 4- oc, Tma) dQ, 


Dini : ` Qext 
| .. (8.39) 
Jar, eeuati ia (3.30) dexine: 
“a ΐ 3,7 Oz JA 4 (~—% rad T sin Nena aa + 
Gt. 
- Verust hi i Qint n 
| + \ " dV — | (23 % grad TH β6ρ Tri) dQ. — (340) 
Ver ust Neze is i | | 


Potrivit ecuaţiei (3.40), variatia în raph eu "mW (derivata locala) 
a cantității de căldură din crusta tervet? a 
‘0. 
— \ e6; Ταν 
et |> 5 
Verust | 


$e realizează prin diferenta dintre aflucul de TUN, rezultat din 
insumarea flucului prin suprafata interioará a crustei (Birch et al., 
1968 ; Lachenbruch 1971) 


(— κ grad T + ge, Tm) dQ 


- 


Qint i 2 
cu fluxul datorit surselor de căldură din interiorul crustei 
E dv 
Verust 


si deflucul de căldură representat de Jluzul prin suprafata exter ioară 
a crustei 


T Ws % grad T + gc, Tai) d 
fest 
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În compunerea fluxului de căldură prin suprafaţa exterioară a crustei 
terestre intervin deci fluxurile “Di ovn 7 
— \(- x grad T) dQ 


Next 


— V oe, Tmai dQ 


Qert 

corespunzătoare pierderilor de căldură prin condueţie si respectiv 
prin transport de masă. "Tinind seamă de extinderea, frecventa 
şi intensitatea, ieşirilor de produse vulcanice, postvulcanice şi de 
alte produse la suprafaţa exterioară a crustei terestre, se conchide 
că pierderea de căldură prin transport de masă nu poate fi decit 
mult inferioară pierderii de căldură prin conductie (probabil numai 
1 % din pierderea totală de căldură, după Lăzărescu, 1980). Defluxul 
de căldură prin suprafaţa exterioară a crustei terestre este diminuat 
într-o oarecare măsură prin afluxul de căldură primită prin radiaţie 
de la soare. | ον. Cm τὰ. ΚΡ i 
Densitatea fluxului de termoconductie prin suprafața. exterioară 
a crustei terestre este local, regional şi global determinată cu valorile 
prezentate în tabelul 3.4, iar repartiţia sa este conformă reprezen- . 
țărilor armonice sferice din figurile 3.1 pentru Europa si 3.2 pentru 
întregul glob terestru. 


—. 8.5. Aplicaţii 


3.5.1. Să se determine modulul (intensitatea) vitezei medii de termo- 
conductie la temperatura de 300°K si la gradientul de temperatura 
de — 0,033 °K/m printr-o rocă cu coeficientul de difuzivitate termică 
de 2,500 - 10-5 m?/s. | | 


Rezolvare.. Utilizind relaţia (3.4) preluată sub forma 


Stee Se χάος 
w = δρυ = --- ---- ----- 
í PEGE LA TH 
in care T = 300°K, 2T[ós = — 0,033°K/m si y = 2,500 - 1079 m?/s 


rezultă. că ! 


ae = 7 Gy δι Ἶ : ἜΝΙ i 
2) NE NEIDUUBMOR S 2,15. 10. ο = 
300 . p 8 
— 23767 10-8 ™ = 8,67834: 10-3 —- 
Zl 1 an 
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araa AA νι 


pitts» nerve, 3t 

B. * nd y d) 

o Linie de egal: valoare.a.den-; 
- sitati fluxului. de termccon- 

; ductie (mY 7m2) .: - ; 

------ Linie de egală valoare a gro- SEES 
. simii crustei terestre ( km) : “* 


= 


Fig. 2.1: Reprezentarea armonică sferică de gradul 18 a repartitiei fluxului de termo- 
conduc[ie pentru Europa (după Chapman et al., 1979) 


u9 


——— Linie de egală valoare a densității fluxului — 
- de termoconductie | mw/m?) Ν 


lig. 33. AReprezenitarea armonică sferică de gradul 12 a repartifici fluxului de termo- 
- conductie pentru întregul glob terestru (după Chapman si Pollack, 1975) 
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3.5.2. Să se calculeze coeficientul de conductibilitate termică a unei 
argile cu masa specifică de 2,10 t/m?, căldura specifică de 0,77 Κα 
/kg°K şi coeficientul de difuzivitate termică ‘de 1,484 - 1075 m2?/s. 
Rezolvare. Prin aplicarea formulei (3.19) cu 3 = 2,10 - 
- 10%kg/m5, ορ = 0,77 105 J/kg?K si x = 1,484 - 10-9 m2}s, se^ gá- 
seşte ca * e uc WE SSNS 
% = 2,10- 103: 0,77 - 108- 1,481 - 10-* = 2,39963— — — 


m-^K 

3.5.3. Să se evalueze fluxul de termoconductie prin suprafaţa cvasi- 
orizontală eu aria de 200 - 105 m? a unui bazin sedimentar in care, 
pe intervalul de adincime dintre 0 m si 1500 m, temperatura creşte 
uniform de la 280°K la 340°K, iar coeficientul mediu de conduc- 
tibilitate termică verticală a rocilor este de 2 W/m.?K. ` 


Rezolvare. Potrivit legii lui Fourier (3.20), densitatea 
fluxului de termoconductie verticală are expresia 


Be; Ik iv = — 7(% grad T) 


=> 
in care k este versorul verticalei ascendente, iar 


w= do, 
— uw Ren 
— k(*wtaàd T)— —x,—— 
02 


reprezintă componentele verticale ale vitezei medii de termoconductie 
şi respectiv densităţii fluxului de termoconductie. Prin urmare, 
fluxul de termoconducţie verticală printr-o -suprafață orizontală Q 
se calculează cu formula - 


1 | Bez Tib, dQ == — \\(- X; B dzdy = — (- x] Tar 
ἐν = T oz 
l | Q 


τη 


Aplicind această formulă de calcul, se obtine : 


— V 86; Tw, dO = — (a ee) «900 - 10% = — 16-109 W. 
1500 | 
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3.5.4. Sá se estimeze fluxul de. ΕΤΕ prin suprafata exteri- 
abe a. întregii cruste terestre, admitind că această suprafaţă (supra- 
fata topografică a uscatului si fundului oceanelor si mărilor) . axe 
aria de cca, 525 - 1012 m2, adică mai mare cu cca 25992. % față de aria 
suprafeței giobului terestru. : 

Rezolvare. “Fluxul de- termoconductie- prin. suprafata exte- 
rioarí. Qu a dog cruste terestre este definit prin’ expresia 


i 


Pa, į 


—. 


oh 52; T a : ---- 2A cs % grad. T) dO | 


"ert . [2 eat 


in care “Bas τῶ dă = = „de xg grad T) aa reprezinta fluxul elementar 
de termoconductie - córespunzátor suprafeţei elementare dQ = π40. 
Dacă se presupune că, oriunde pe suprafaţa crustei ‘ter estr e, vectortil 
Pes Tw = = — % grad, T este dirijat după normala! n là suprafaţa 
elementară, dQ, atunci fluxul elementar de termoconduetie ' se poate 
prezenta; sub forma 


Fe, ΤΩ αῶ A — 3 s ao, 
d n 


iar fluxul de termoco nductie ‘prin Q,,, devine : 


ο οσο ο do = -{- 2 ΠΝ 
Í | 
| | N. on medianai way 


ez Qat 


Preluind din tabelul 3.4 extremele intervalului. în care poate fi 
găsită valoarea medie a densităţii fluxului de termoconduc ‘tie pentru 

reuniunea tuturor continentelor și oceanelor si utilizînd valoarea 
dată pentru aria supratetel exterioare a „crustei terestre, rezultă că 


/ 


— \ beT o dO a -- (59,0. ..74,0) - 525 10 12 = 


= — (30975. ..38850): 1012 mW = — (3,0975. . 3,8850) 10" W. 
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J 3 * 
«Conform procedeului. lui Clausius, Gartizeuii 
"termodinamicii speciale nu au dezmintit nicio- 
dată marea valoare a termodinamicii generale. 
. Astfel, succesele celei din urmă . nu: contravin 

1 absolut eu nimic. celei dintii, » 


LUDW IG: BOL ΤΖΜΑΝΝ 


„4. Termoconducția. rectilinie 


4.1. Ecuațiile Jundamentale | 


În coordonate carteziene (fig. 4.1), ecuaţia lui Fourier. (8. 37) 
se. serie sub forma . 


Hog lg qué hl αἱ, ΜΑΝΑ 
et ----- oani akiro tS eR ea LSB 
m aes fia 12d A wr Fal a) Jb 

: | dai 


in care coeficienţii Pez, * $i μ depind, in general, de ἘῸΝ de 
coordonatele ὦ, y, 2 şi de temperatura T (Zeldoviteh şi Kompaneets, 
1950; Carslaw, 1959). 

în cazul străpungerii magmei de-a lungul unui plan vertical de 
contact cu rocile înconjurătoare: (de exemplu, la formarea unui 
dyke), termoconductia este orientată, cel puţin provizoriu. şi local, 
perpendicular, pe acest plan, dinspre magmă spre rocile inconjurá- 
toare. Alegind axa Oz după direcţia si în sensul termoconductiei 
si presupunind că temperatura T nu depinde de coordonatele 7 y 8i 9, 
adicá 21/03 yl éT/éz = 0, ecuaţia (4.1) se aduce la forma 

aT ὃ x "ΘΗ É 
Pep) 


at óc 


πὰ = ült, v, T) (4.9) 


in care este evidenţiată, potrivit’ legii Tai Fourier (8. 20), densitatea 
fluxului (fuul, unitar ) de termoconductie laterală 


(SRS SRG τ, -- dp (4.3) 


Fig. 4.1. Schema de principiu . a. sistemului „de coor- 
eun us carteziene! 


^^ Învcazul pătrunderii magmei ` 'de-a lungul unui: 'plan orizontal 
de contact: cu rocile acoperitoare (de exemplu, la formarea unui sill) 
si în cazul mai general al propagării ascensionale a căldurii in’ crusta 
terestră ă, în care termoconductia ‘se „menţine verticală şi temperatură 
nu depinde de. coordonatele. » şi y, deci 2T/2v = 37/oy = 0, 
ecuaţia (4.1) -se prezintă sub forma, " » (ος Wr 


| OT A 27 | 
65 —- — | — Z —— |= ali, a [ο q 2 
Pes P A at ο]. nu he T), a we ( ) 


unde. este uc tt ἡ ipu eu (3.20), densitatea δαν (fluxul 
ey de termoconductie verticală, 


| E qiti co, Pa Js P" quay 


În cazul termoconductiei rectilinii laterale neconservative in- 
tr-un strat orizontal de conductibilitate termică ridicată. Χ, ANS 
M si temperatură qui το æ) cu. ο SI iu ΠΠ T(t, a) = 


mărginit dedesubt; printr- un: strat a ου termică d 
Xi, grosime Mins Și temperatura, menținută egală cu T, pe supra- ` 
fata sa inferioară, iar deasupra. printr-un alt strat de conductibili- 
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tate. termică, redusă, X sup grosime, M. şi temperatura menţinută 
egală cu Το pe suprafaţa sa superioară (fig. 4.2), fluxul- elementar 
de căldură ᾖ dV corespunzător productivității medii a unei prisme A 


—— Too = const. 


-.. T — Too=const. 


'-—— Too = const, 


Fig. 4.2. Termoconductia neconservativa rectilinie laterală într-un strat orizontal de 
conductibilitate termică ridicată mărginit dedesubt si deasupra prin cite un strat de 
conductibilitate termică redusă 


drepte : de: volum dV = M da dy este reprezentat, potrivit legii 
As Fourier,de fluxul vertical de. căldură [— žin T — -ToM asldedy + 

“shies li cos Ta)lM sup] drdy rezultat, din însumarea fluxurilor cle- 
mentare prin bazele de arie dzdy ale prismei, adică, 


p tt il e IROD E mnes. 
aM dedy = | — Z in ——— dady: Sy * dads 
i d ( A Mia ν) " ( Me J 
sau : "4 
l i Keng À um M T w TS i 
---[--------]----5 4.4 
a pe al [ un) 
astfel încît ecuaţia (4.2) se serie sub forma | 
y oT ὃ ο OL κ“ ( Y | Ze) uem TT 
πινω μοι Dx —[—.———p———9. (45 
| Cs οὶ a q 89 ) MT μεσα M . ») 
Particularizind pentru ὄκ/δα = 0 şi mtroducind notatiile 
| z ; ἐπε! 
eat re 
51 
i 5 ge "mimm B: 
“inf J^ sup 
ai 
Mis; M up 


prin care se’ evidenţiază; ru de difuzivitate νὰ uà gi 
factorul de néconservativitate : ab, "ie 
ΠΠ "εεττ τς, τ (4.6) 
m OA! sup 
Μι 2 
ecuatia (4.5) se aduce la forma 

n 2 iam ὶ 3 ae si ατα L 
Lai Clipa Scares, eh Tee, ἡ 4) 

ΤΊΝΕΣ i: is Bis 


Daca, temperatura T, se, menţine constantă sau, mai general, 
satisface ecuatia omogená 


si se noteàzá diterenta € se temperatură qr. Ts “prin - 6, atunci 
ecuația (4.7) ' 


ie v9 08 —— (4.8) 
x 0t δα p? 


Se eonvine ca termoconductia caracterizată, prin condiţia ôT/ôt = 
= 0 sau δθ/δί — 0 să fie denumită termoconductie staţionară, : 


iar cea caracterizată prin condiţia ù = 0 sau B-2— 0 să fie 
denumită termoconductie conservativă. 


/ 
/ 
í 


4.2. Termoconduetia staționară conservativa : 


Dacă sint îndeplinite simultan cop aii gie aja =i? dă t Ao 
sau este satisfácutá numai conditia 


UMS Ld T" Misa Boy —— = TE "nins oF BIB (49) 
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atunci ecuaţia (4.2) sau, ((4.9’). se. particularizează, pentru. dh = 
= (dT /dz) dz sau pentru dT = (07/22) dz, sub forma 


| t | © pie. os (4.10. 
i da. ο Wait 
sau Ui `i | ; 
τ oT ac (4107) 
dz dz : Eb) eau 


corespunzatoare termoconductiei rectilinii. staţionare conservative 
în care densitatea fluxului de termoconducţi ie laterală sau verti- 
cală se menţine constantă, adică 


ορ νὰ far i 
o= X dit = (, = const. . (4,11) 
Sau respectiv i 
PIE H NEA | 
— *—— zd; = const. 4.11’ 
d d | 7 (411) 


Pe un interval de crustă, terestră cu conductibilitate termică 
medie constantă între z, $i ὦν sau între z si z 22 în care temperatura 
scade dela 7, la T, (fig. 4.3 a, b), din integrarea ecuaţiei (4.11) sau 


Fig. 4.3. Termoconductia staţionară: conservativă. rectilinie laterală (a) şi verticală (5) 
pe un interval omogen 5 izotrop al crustei terestre J 
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(4. 11. mai intii:de la a, la æ și de la æ la, za unde αι Κας EZ 
sau de la` 24, la, 2 şi de. la 2 18. „22 unde 2 Lor <a < 22, iar. apoi. pe în- 
tregul interval, rezultă, respectiv ecuația de variație. a temperaturii 


ο. ο 2) ο) 

sau | 
"T 1 . T u } Ἢ AU me Ge; 7 
mu S ΗΕ E (2 — 2) Ξ T, e (ey — 2) (4127) 

si expresia densitátii fluxului de termoconductie 
i gom ο αν i: cii) 

sau 6 p Dur 
QULA NIIT ΚΕ (4.137) 

da T qa M 


Dacă intervalul de erüstá terestră este neomogen prezentind variaţii 
discontinue de conductibilitate termică (Vodicka, 1960, 1962; Lubi- 
mova si Nikitina, 1975; Lubimova et al., 1976) după plane. dis- 
puse perpendicular pe "direcţia de termoconductie (fig. -4.4) sau 


Fig. 44. Termoconductia staționară conservativa rectilinie: laterală (a) si verticală (b) 
pe un interval de crustă terestră care prezintă variaţii discontinue de conductibilitate 
Jj termică după plane: dispuse perpendicular pe direcţia de termoconductic 


„113 


ὃ — c. 239 


paralel cu aceasta (fig. 4.5), atunci densitatea fluxului de termocon- 
ductie laterală sau verticali are expresia de aceeași forma cu (4. 11) 
sau (4.11) în care însă % se dă respectiv prin 


hy = const. pentru ος RO < στη 


Sp R) - £t — const, pentru Orin < < < m, (4.14) 


e . - . . - 9 » 


ET — const. ponty Bazi XX. 


Sau prin 
Xi — const. pentru : ο ον -5.. i t 
Xt = const. uds d fh = ur Mx i 
3: = 3(ο) = <2nym= οι. F M, AE 21 <9 ~ (4.14’) 


% in) πιο, ponte @(n-1)/(n) x2 + M, E 
dpt usc M a- nli Mwy < EM ua. 


Fig. 4.5. Termoconductia’ staționară conservativă rectilinié fedens e. si bclla (b) 
"pe un interval de crustă terestră care prezintă variaţii discontinue de conductibilitate 
termică după plane dispuse paralel cu direcția de termoconduetie 


Corespunzátor termoconductiei perpendiculare pe planele de discon- 
tinuitate, ecuaxza (4.11) sau (4.11’) se scrie succesiv. „pentru cele (n) 
tronsoane de conductibilitate termică Ἂμ žm, ...,%) sub formele 


— 3 MER. dmt ld = ——X Lon e —, const 
ο (4.15) 


ἘΠ ΚΩ E ἀλλα MEETS tob . ue 
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Sau. 


| (a) " am) rear Bi20/ bao: E 
ἽΝ; |) ---- E, Ne TORT ET TTS 


Xj (4. 15’ η 
de Cade prin. ig rezultă că temperatura y contactele: tron- 
soanelor.:are: expresiile | 


s Ἡ 
; Tun fo Re πα 


za 
jor Au I, ΓΝ Li Ly 
Tum = Tyu — Poe =T Gal as EI | 
ST us d 
| | MT p uh L 
ΕΙ ; ~ (n) __ ~ 1. ;/—n. (n) 
T, = Pinyin Dida = T, — d. ES Nu ial am 
CA e CX (ay: Ope uei * (n) 
sau 


pribi 


a d (MM 
Tau = dara ae de = Ti = "s ae xy. 


1: Ἂπ 
o PY se 228 DEG . . e. v . o 
^ ALA 2. H6 M.gL M B Ντ 
‘Wa = Pana — d: ON x Ty e -Ἡ Sl. D vw) 
Xn TE Kar V (n) 
(4.16) 
din care se obţine respectiv (Davidescu, 1965) : 
A cM TH D La + Dy TQ T, 
^g Ἂς Y (n) MT Ta X (n) 
= (4.17) 
sau 
E Ti Ta Oly hia tty T,— Τρ. 
i Ht. My 4L T: Em Liga m^ M (ny M 
κι Xn η) %y Xu X (n) 
(4.17!) 


Comparind (4.17) cu (4.13) sau (4.17’) cu (4. 13’), se constată că densi- 
tatea fluxului de termoconductie perpendiculară pe planele de dis- 
continuitate ale unui interval neomogen de crustă terestră cu 2 
de forma (4.14) sau (4.14) poate fi obţinută prin termoconductia 
la aceeaşi diferenţă de B (T, — Τε) pe un interval omogen 
cu aceeaşi: αλ D = Dy + La ki οι sau grosime (Jf = 
=M, + ‘Ma + MES M, ( $i CU conduc tiD ANNA termică - 


Dy + La "Rm np p | (4.18) 


Ky m 
"us Ly ai Lg TA pre: 
My Ry νη X (n) 
sau respectiv - 

F m. _ Me -- CERES CI y ’ 
ended EOM Mat — Ma (4.18/) 

I (n) 

ale US c a 

χι Par X (n) 


Corespunzător termoconductiei paralele.cu  planele de discontinui- . 
tate, ecuatia (4. i sau (4.11') se prezintă pentru întreaga grosime - 
M -- Μι My +. eis AM ny sau a κο L = L; + Da +... +L 

sub forma ' M : 


AS ια 4. + Mas 41}. 


M dg M "da M da 
=A, = const. (4.19) 
sau 
Tip = dTy. DA at ' a an 
— | — == —{— x + —f — zm — | = 
(dehet + eta e) 
= i, = const. (4.19^) 
în care | 
Tia TL as | aT. 
τε”, Qs, =const τν - πεσει a 
= 60nsl.,..., -— RC. OS — consi (4.20) 
da (n) 


sau 
either bd: κ 


at τα 3; de, E Cong, Xl = des T 
! gohan κ ne a p 
κ eroe T = JL capăt, (4.20") 


sint densitátile fluxurilor de termoconductie aferente celor (n) tron- 


soane de conductibilitate termică Z,, %y,..., ἕω. participante cu 
 ponderie My/M,  My| M,.., ΜΙ saw L/L, Ly/L ..., 
--+) L/L la constituirea densităţii fluxului total ὦ, sau respectiv 
4. Integrind mai intii de la αι la ὦ şi dela ala z, unde αι < 
«€ <a, sau de la--2,-la 2 și de la ¢-la‘ 2, unde 2, <2 < 2s, iar 
apoi pe întregul interval de la a, la ὦ» sau de la οι la z, se găsesc 
respectiv ecuaţiile de variaţie a temperaturii i 


- - - 


u dr; i t 1 d ^ Ws, l „d 
dos, ge 4). Wa X 
Xi E dibus E". 


dí | I 
T =T, ~ = (s — a) Ti ----(ας — =), 
| *n II 
{ Ἰ ha . E t * . 
J ο d: 
" T= Ti muy = 7, +=" n α) (4.21) 
X (n) X (n) m 


C^) ^ ᾿ 


μες Cadi nla Yu) =f, rae (23 — 2), 
^ ; 19197 goo 


"e Le 


: H d: dst 
Tx T, — (2 — οι) = Tz += (eq — 2); 
xi ad II, 
RA rs bat a git wk iri ; 
A în = T; Em (z: 2) Ἐπ 7; + zn (25 2) (4.21 ) 
X (n) X (n) 
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precum $i expresiile densitátilor fluxurilor de termoconductie 


pode με ο in Marta Ate cA 
dip XEM Án Ἀγ mM 
μα ace T; —T, ~ Τι -- Το 
í di = ΠῚ II 


» πο, = X or — pe 
πω (n) mur * (n) 
Sau ` edits 
^ i bok ~ T = pat - T —- Ov 
4: = --- Κα - ES AY E 9 
1 a M 
Za τὸ δι į 
qs, T F ` 
N 2) M 
T — IN Ia ts 
~ E LE 2 QS « 1 2 
d. îm: rie cr II (4.227) 


Intrucit, potrivit cu (4.19) si (4.20) sau cu (4.19’) şi (4.21’), densi- 
tatea fluxului total q, sau d, rezultă respectiv prin însumarea den- 
Sitatilor fluxurilor parţiale (M,/M δε, (ή da n (Ma Mă, 

: : 3 E porte i (n 


ο πα ώς 
«Ὁ ΔΕ 
d —I e. 0L — gg. 
dep cp dent M 


PA Mi, El Muži uL Mac 2 HX en Τι =. T, 
κ l M L 


(4.23) 


x La. bh 
Qs, ees TT d Tab 
eus Lu + Laži "ja ... + Diny% en) ασ. Ta 


= (4.237) 


ur meéazá; prin comparaţie eu (4.13) saucu- Gn Fi ο οὔ ip esia condui- 
tibilitátii termice medii :este ‘de forma- îi 


Smad a Mi 3E Mig τ ἔων (n) 


4.2 
Noo | at C D 9 


sau i 5 ' 
~ af T La*u de... Plin : 


X med 


4.24’ 
EN gt = Le 4.34} 


4.3. Termoconduetia staţionară neconservativă 


În cazul cimpului de temperatură staționar sau chiar evasista- 
fionar definit prin anularea sau cel putin tendinţa de anulare a 
derivatei sale locale @T/dt, ecuaţia (4.2) sau (4.2’) se prezintă 
(Oelsner, 1976), pentru. dT = (dT /dx) ax s sau, respectiy pentru 
AT = (07/02) )de, sub forma. 


= ---]-] a, TY | 4.25). 
j^ If s abet e e = τεῷ 
sau ώριμος, 1979; Hoffers, 1981). 
| d ~aT z T 
ας pat) = ile T) (2.259) 


caracteristică termoconduetiei rectilinii staţionare neconservative 
în care productivitatea medie de căldură a unităţii de volum (Tam- 
memagi $i Wheildon, 1974; Rybach, 1976 ; Pollack si Chapman, 
eon a Richardson ȘI, Oxburgh, 1978; Hurtie si ‘Stromeyer, 1979 ; 

Kappelmeyer, 1979; Rybaeh si’ Finekh, 1979) notată prin. g de- 
pinde numai de coordonata carteziană a sau 3 Şi de temperatura T. 
Prin intermediul funcţiei 


AST o m. 
— M —— = Qz 
x 
sau 
f Sees NG 
1 sm 3: 


corespunzătoare unei densități a fluxului de termoconduetie depen- . 
dente de ο singură coordonată carteziană, pentru care se cunoaşte 
de regulá 


AA aaa AN i 
lim (— 3 = =lim ğe = (436) 
x20 daz x90 s 
sau 
tim (= πο ) lim nde (4.26), 
x30 dz Σο 


ecuaţia (4.25) sau (4.20) se mai poate serie: 


E 


M Lua, Τὴ A (4.27) 
da 
sau 
2 — ale, qme 4.217) 
ΤΝ u(z, Τ).. | ( ) 


Dacă productivitatea medie de căldură este uniform: distribuiti, 
adică μ = const, atunci, prin integrarea ecuației (4.27) sau (4.27 3 
dela ὦ =Olawsidela G la d. — — € dT/dw sau respectiv. de 
la z —0]az si dela dela d, = — £dT[de, rezultă οὔ 


d, = Sea quy (28) 
sau | 
1 sr DE MA, LN j 
da > — xo = do με. (4.287) 
"dz : 


Pentru X = eonst., integrind (4.28) sau (4.28) mai intii între ὦ — 0. 
sau 2 —0 unde T — T, şi ο =L mde p T —T, sau z = M 
unde T — T,, iar apoi între α —0 sia <L san ο =0 si 
2 <M, se obțin ecuațiile ^ ^ μι » | 


- (2, ο = ĝl +E re (4.29) 
Sati ^ 
CRUCE UM + Me (4.29’) 
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şi respeetiv ECE ag | ght da OG A (PELA 


ο ο > dur meat ! -- 4.50) 
sau my 
Bu i T)-ü dot. p 22, (4.30’) 


E VU 


Densitatea fluxului de termoconductie se determină prin intermediul | 
ecuaţiei (4.29) sau (4.29’) din care se pou pentru d, expresia 


Lag eel E | | 

do is =2 (24 - e T) i A (4131 
Sau 

dio = (To - T Ἢ M | ps ) 


Si al ecuaţiei (4.28) sau. (4.28’) din care, potrivit cu (4.81) sau (4.31), 
se:deduce, pentru 0 <a < L. sau 0 <z: < M, formula generală 


| eer γράμ: BAe: 4 | 
| Qn (LoS Ir BL 4:32 
ore 8 Rh) ir ο) (482) 
sau de : 
= (To — Tu) = (= = | 419’ 
de = sp (Eo Tc ae 2 ) ΓΘ 


$i, pentru v =Losau: e = M, stia particulară, 


fare Ba Ee oe A (4.33) 

sau "a 1 
ΤΝ Χ E ᾷ 5 "A. 
(m = 3r io ae T ar) bord (4.33 ) 


‘Pentru calculul: productivităţii medii de căldură a unităţii de volum 
şi al temperaturii în funcție de coordonata v sau zse recurge la ecuația 
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(4.30) sau (4.30’) din care, substituind do prin expresia sa, (4.31) 
sau (4.31'), rezultă că 


TE 1 iS Pb oci: εἰπὲ ͵ 
TIT | zs Sarl (4.94). - 
L(L — x) (L — x) ) 
sau s "e 
i = Spel Role E Ss 4.34") 
M(M — 2) a(M — 2) J » ) 
şi respectiv - "kind ΑΛΑ | bromide πο | 
m= es (Το — Τι) -- E ob — x) (4.35) 
we, i | 27 
sau - ς i Hs 
g n l j 
= Το ——(T, — T, ---οί M — ο). 4.35! 
T 0 πι 0 1) ur ( ) ( Y) 


Pe intervalul cuprins între « —0 si x = L sau între ο —0 şi 
z= M, temperatura T = T(x) sau— = T(z) poate prezenta 
un extremum (maximum ea în figura 4.6.a,b sau’ minimum ‘dupa 
cum sursele interioare de căldură sînt pozitive sau negative) a cărui: 


‘Fig: 4.6. Termoconducţia. staționară neconservativa rectilinie laterală (a) :si verticală 
. (b) cu productivitate medie, constantă de căldură a, unităţii de volum 
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poziţie a = a. sau z = z, se determină impunind condiţia d T[da +0 
şi deci Ga =— % aT de —0. says dT/de =0 şi deci 4, = 


= — ž dT/dz =0 în ecuația (4. 32) sau respéctiv (4.32’) din care 
se obţine: 


(4.36) 
sau 


JUS. ΕΠΣ DUM (4.36) 


În cazul termoconductiei rectilinii laterale staţionare neconser- 
vative -caracterizate printr-un factor’ de neconservativitate B = 
= [MIX ing] Ming + ων] sup) |? constant (fig. 4.7), în care diferenţa 


Fig. 4.7. Termoconduc|ia stali- 
onară  neconservativă rectilinie 
laterală. “caracterizată . printr-un 
factor de, neconserv &tivitate B= 
—[xMI(X intl Ming : -}- tee Maradi 
constant 2 


de temperatură 6 = T 25H n este funcţie numai de. ουσ πια 
cartezianá a, adică ϐ = O(x) şi deci dO = (00/dx)da, ecuatia (4.8) 
se refine sub forma | 


EP D (4.37) 
dz? B? | 
cu condiţia, (4.26) preluată, pentru X = const., astfel : 
lim | = i) == do — const. (4.38) 
x-0 da Xx D. bl 


sau 


lim Lr d) = τομ, p (4.38!) . 
κο.” ΚΠ} x X Jte" 


Înmulţind ecuaţia (4.37) eu 2d6/da rezultă o ecuaţie de forma 


do): d(02) | 
i τα] μα. 4. 
A bac OB | or 


prin a cărei integrare, de la 0 = 0, pentru æ = 0 si, conform cu 
(4.38), d0/dg = — q,/* la 0: şi d0/da sau de la .0 şi d0/da.la 0 = 0 
pentru. ὦ =L si, conform cu (4.38"), d0/da = — g,/%, se găseşte: 


[d 2. Be: 25:38:12 -- o ως ls 
aa Fe) T Zi = P») + s 


sau 


Printr-o noud integrare pe intervalul cuprins între 2 —O0'$i zy res- 
pectiv între 6 = 0, si 0, sau întrece si a =D; respectiv: între 
0 si 0 —0, din (4.40) rezultă (Korn si Korn, 1961; Gheorghiu, 
1965) că | μα "n | 


is [o +) (22) — 0o + g — m (o, η = 3 
D : - | 5. 


Sau. 


si deci 


pa ey A as * 


de.unde se. obtine solutia 


sau ` | 
η η ο αν μα GiB ake μι 
θ = o UB ————————————— pe MM "e deum d «6 (4423) 


x 2 2i x 


Tabe hu. Uis 


Valorile hiSiaié ale: funefiilor exponentiale . si ' hiperboliée (dup: Manualul inginerului, 
M Ms D μα 4 : 


D 
i 
i 


an she ic hE. | th £ 
mE | 

0,00: u 1, 00000 i, 00000: 0, 00000 » .1,00000 | 0, 00000 
0,05. [1105127 | 0405133 0, 05002 -1,00125 | 0, 04996 
0,10. ντ. ai 90484. :0,10017 100500 0,09967: 
0,15, | .1,16183 |  0,86071. -0,15056 „2101127 0, 14889. 
0,90. -1,22140 | Ο, 81875. 0,20134 | . 1,02007 0, 19738. 
0,25 „1428403 |. 0.77880 0,25261 |. 1,03141 | 0,24492 
0,30”. 1,34986 0, 74082. 0;30452 1,04534 |. o, 29131 
0,35. ..1,41907 | 0,70469. 0,35719 -1,06188 | 0,33638 
0,40... 1,49182 0,67032, 0,41075 1,08107 0,37995 . 
0,45. 1,56831 | 0,63763. 0,46534 | 1,10297 0, 42190 
0,50. 1,64872 0,60653, | -0,52110 1,12763 0, 46212 | 
0,55 51473325 0,57695, 0,57815 (1,185510 | 0,50052 
0,60 ..1,82212 |. 0,5488]. 0,63665 1,18547 0,53705 . 
0-A 1,91554 0,52205; 0,69575 1,21879 | 0,57167. 
0,70.. 2,01375 0,49059 0,75858 :1,25517 0,60437 . 
0, 75. "| 7522,11200 | wQiiq934s | ^! 0182232 1,929408 | 0,63515 
0,80. ` 929054 | .0,44933: 088811 1,33743 | :0,06404. 
0,83.. ; 2,33965 {47 42741, 0, 95612 1,38353 0,69107 . 
0,90 .. | 2245960 |. 0,406057. | 1,02652 1,43309 | 0,71630 
0, 95 | o0219$2 11 0,38674 | 1909848 1, 48623 0,73978 
1,00., 271989 0,306788. | ; i 17520 1,54308 0, 76159 
1,05. —..,2,85765 0,34994 | 1,25386 1,60379 0, 78181 
1,10, i 00417 0/33287.. | 1,33565 .. 1,66852 0, 80050. 
1,15. , 9,15819 0,316064. | i, E 1,73741 0,81775 . 
152016 3,32012 0,30119, | 1,5094 1481066 0,832305 ' 
1,25: .,3,49034 0,28650. . 1,60192 | -.1,88842 0, 84828 . 
ra „366930 0,27253 '| 1,69838 ..1,97091 | 0,86172. 
1 e .9,85743 0,25924. | 1,79909 -2,03833 0,87405 
1,40 4,05520 | 0,240600, | 1, 90430 2,15090 | 0,88535 
1,45, 5 420911 0,23457 : 2,01427 2,24884 0,89569 
130, α < 4,48169 0,22313,,,| 312998 . 3,85241 0,90515. 
1,50 NA ;.,4,95303 0,201990. .| 2,37557 .2,57746 | 0,92167. 
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8,15 ** "(continuare tabel:4.1)- 


A i ος ja | ε-ξ | ni ‘sh E | ἜΗΝ | th. £ 
1,70 ^ 5,47395 0,18268 :2,64563 2,82832 0, 93541 
.1,80 - 6,04965 0,16530 2,94217 3,10747 0,94681.. 
1,90 6,68589 0,14957 3,26816 3,41773 0,95624 . 
2,00 7,38906 | ::0,13534 4; 3,602686 3,76220 |. 0,96403 
2,10 8,16617 0,12246 | 4,02186 || ^  4,14431|  0,97045 
2,20 9,02501 0,11080 4,45711- 4,56791- 0,97574- 
2,30 9,97418 0,10026 4, 93696 5,03722 0, 98010 
2,40 11,02318 0,09072 5, 46623 5, 55695 0, 98367 
2,50 12,18249 | 0,08208 6,05020 6,13229 | 0,98661 
2,60. | |. 13,46374 |. 0.07427. | . | 6,69473 . |. 6;76901. |. 0,98903 . , 
2,70 14,87973 0, 06721 7,40626 7.47347 | - 0,99101 
2,80 16, 44465 0,06081 8,19192 . 8,25273 0, 99263 
2:90 - -18;17415.| -0,05502- |; :9:05956 — |- 9,11458 | :0,99396 
3,00 . 20,08554 0,04979 10,01787 10,06766 0, 99505 
3,10 22,19795 0,04505 11,07645 11,12150 0,99595 
3420 2,:294,53253 0,04076..|. .. 12,24588. 12,28665.| .0.99608 
3,30 27,11264 0,03688 13,53788 13,57476 0,99728 
3,40 '᾿ 199, 96410 0,03337 14,96536 ` 14,99874 0,99777 
3,50 33,11545 0,03020 16,54263 ^ 16,57282 0, 99818 ' 
3,60: :36,59823 0,02732 18, 28546 18,31278 0, 99851 
3,70 -40, 44730 0,02472 20,21129 20, 23601 0, 99878 
3,80 44,70118 0,02237 23, 33941 '22,36178 0,99900 
3,90 ' 49,40245 0,02024 24,69110 94571135 0, 99918 
4,00 .. 54,59815 0,01832 27,28992 _ 27,30823 0, 99933: 
4,10 60,34029 | 0301657 30, 16186 ' 30,17843 0,99945 
„4,20 66, 68633 0,01500 33,33567 33; 35066 0,99955. 
4,30 * _ | °°73,69979 0,01357 36,84311 36, 85668 0,99963- - 
4,40 "8145087 0,01228 40,71930 ::40,73157 0,99970 
: 4,50 . 90,01713 0,01111 45,00301 :45,01412 0,99975 
4,00 99, 48432 0,01005 49, 73713 49,74718 0,99980 
4,70 109,9472.| | 0,00910 54,96904 ‘` 54,97813 0,99983 
4,30 ‘121,5104 | ` 0,00823 60, 75109 ` 60, 75932 0, 99986 
4,90 *134,2898 | ^ 0,00745 67,14117 . 67,14861 0,99989 ' 
5,00' 148, 4132 0,00674 74, 20321 _ 74,20995 0,99991 
5,10 164,0219 0,00610 82,00791 8201400 0,99993° 
5,20 181,2722 0,00552 90,63336 :90,63888 0,99994 . 
5290" 200,3368 0,00499 100,1659 100,1709 0,99995 
5,40 :.221,4064 0,00452 110,7009 110, 7055 0, 99996: 
5,50 . ^ 244,6919 0,00409 122,3439 122,3480 0, 99697: 
5,00 ΄ 270, 4264 0,00370 135,2114 319952151 0,99997 
5,70 -298,8674 | . 0;00335 149,4320 149;4354 0, 99998 
5,80 '" 330,2996, 0,00303 165,1483 165,1513 0, 99998 
5,90 . 365,0375 0,00274 182,5174 .182,5201 0,99998 
6,00: 403, 4288 0,00248 201,7132 ` 201,7156 0,99999 
6,10 ‘445, 8578 0,00224 222 , 9278 222; 9300 0, 99999 
6,20 © :492,7490 0,00203 246,3735 246,3755 0,99999 
6,30" 544,5719 | 0,00184 | : 272,2850 -272,2869 0, 99999 
6,40: 601,8450 0,00166 300,9217 . -300,9233 0, 99999 
6,50 665; 1416 


0,00150 332,5701 "332,5716 1,00000 
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„ „(continuare tabel 4.1) 


ο εὖ κ l tigut hg | ch £ : rupane gle regulà domo, be ee ede Ee |. ΑΕ. thAE 
56,60 735, 0952 0,001360 |. 367; 5469 367, 5483 i, 00000 
6370 812, 4058 0,00123 406, 2023 406, 2035 100000 
6,80 897,8473 0,00111 | 448,9231 448, 9242 1500000 
6,90 992,2747 | 0,00101 <| `~ 496,1369: ; 496,1379 1, 00000 
7,00 -1096,633 -| 0,000912:|. —548,3161-. | -548,3170 -1,00000 
7,10 1211,967 0,000825 605, 9831 605,9839 | 1,00000 
7,20 1339, 431 0,000747 669,7150 669,7158 1,00000 
7,30 1480,300 0,000676 740,1496 740, 1503 1,00000 
7,40. 1635, 984 0,000611 || 817,9919 ᾿ | 817,9925 1,00000 
7,50 1808,042 0,000553 |, 904,0209" 904,0215 | ..1,00000 
7,60 1998, v, 0,000500 |- 999,0977 999,0982 1,00000 
7,70 2208,3 0,000453 | 1104,174 1104,174 ` 100000. - 
7,80 2440, A 0,000410 | 1220,301 | 1220,301 1,00000 
7,90 /3697,282 0,000371 | 1348,641 1348,641 1,00000 
- 8,00 2980,958.. |- -0,000335 | 1490,479 1490, 479 ` 1,00000 
8,10 3294,468' |: 0,000304 | 1647,234 1647,234 ` 1,00000 
8,20 3640, 950 .0,000275 | 1820,475 1820, 475 1, 00000: 
8,30 4023, 872 0,000249 | 2011,936; | 2011,936 1, 00000: 
8,40 ` 4447, 067° 0,000225 | - 22234533 22233533 ` 1,00000 
8,50. «4914769. 0,000209.1 2457984". | 2457,385 |..1;00000 
8,60 5431,660 0,000184.| 2715,830 | 2715,830. 1,00000 
8,70 6002,912 .|- 0,000167 |" 3001456 3001,456 | ^ 1,00000 
8,80 6634,244; || 0,000151 | 33173122: . | 3817,122. | 1,00000 
8,90 7331,974. | 0,000136 | 3665,987; . [,3665,987 .| ..1,00000 
9,00 8103,084 0,000123 | 4051,542 ΄᾿ 4051,542 1,00000- 
9,20. 9897,129 | . 0,000101 | 4948,564. 4948,565 1,00000 
9,40 „| 12088,38 0,000083 |. 6044,190 6044,190 100000 
9,60 | 14764, 78 0,000068 | - 7382,391 382, 391. -1,00000 
9,80 | 18033, 74 0,000055 | 9016,872 1 9016,872 -1,00000 
10,00 |. 22026,47.. |. .0,000045 11013,2833; |11013,233 - 1,00000 


DU 


Dacă se aplică (4.42) la limita mare cata pring =L gi 0 =0, iar 
(4.42’) la limita marcată prin # =0 si 0 = 0, atunci se deduc 
pentiu, do, si dr expresiile 


= 20 ο μ.ο τν » £g | x6,. L 


p ua EE Ma pe MR duni 
ENTE B th (1/8) B B 
(4.43) 
şi 
N z 2 % 
ἡ qnupcectde st αν δω ο 
B οἰ) e His B sh (L/B) i 


cu care ecuatia (4.42) sau en de variaţie a temperaturii devine : 


2 th NUS 


6 [1 — coth (L/B) e"s + pi + coth 3) ers 
O Went) Ea ăi SED ΞΕ renege τς 


2: 
τρ, Sa — aii] Ὁ ΒΑ 
UA sh(L/B). a. 
sau 
Fe, EE το cl (b= ay di 


sh (L/B). 


unde sh £ --(οξ ΜΙ 7-52, th P = (ef — e™)/(eë +e- 8) si. coth” E= 
= (e e*)(e*—e- 4) reprezintă sinusul. hiperbolic, tangenta hiper- 
bolică si cotangenta hiperbolică de argument £ —(L — a 8. sau & = 


= LB. Valorile uzuale ale funcţiilor jap gamete si. hiperbolice 
sint înserise in tabelul 4.l. i 


4, 4. Termoconduetia ' nest: ationará eonservativi. 


Într-o porţiuiie de crustă terestră cu productivitate.medie de 
căldură nulă sau cel puţin neglijabilă, ter moconductia rectilinie. se 
conformează (Peaceman :şi Rachford, 1955), potrivit cu (4.2) sau 
(4. 2’), ecuaţiei 


--0 (4.45) 


E (tee 
pee Ox 3 
sau 
κά ο 2.44 2102 
e pit AE E) ( ) 


in care densitatea fluxului de termoconductie laterali sau verticali 
se supune de regulă condiţiei 


lim (- z A ας (4.46) 
.-»0 θα ; X20 . 
620 120 | 
sau 
ο E μας | πια σι (4:46) 
ᾱ-»0 "0 ολλ, ΑΗ OV 
1520 120 


Pentru 56; = const., ecuaţia (4.45) sau (4.457) Se prezinta (Godunov 
şi Reabenki, 1977), evidențiind coeficientul. de difuzivitate termică; 
Z/P; = X, sub forma 


πα. (447), 


sau "WI 
OX - o. oque Le 

edlen is = 4.41’ 
iar pentru X =const., ecuaţia, (4.45) sau (4.45’) se reduce (Rothe, 
1949; Salvadori şi Baron, 1961; Isaacson si Keller, 1966; Jaeger 
si Newstead, 1969; Werner si Balke, 1978; Iordache, 1981; Zerin, 
1981) la forma 


aT PT etel 
Ἂν ED 4.48 
δ. θα’ pon Νίο 
Sau 
ôT „ôT | 
Ex y Es. 4.48’ 
o ag? ΛΣ. ὶ 


Această ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul al doilea şi de tip 
parabolic poate fi integrată. (Carlsraw şi Jaeger, 1964) prin metoda. 
separării variabilelor (metoda lui Bernoulli si Fourier) sau-prin meto- | 
dele operationale ale transformatelor integrale (metodele transforma- 
telor Fourier sau Laplace). : 
cazul termoconductiei nestationare conservative rectilinii 
laterale. pe’ un interval — oo < ὦ —co- pe care temperatura 
T = T (t, α) se prezintă la un moment initial ? = 0 printr-o funcție 
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9 — ο, 289 


dată T(0, a) şi la infinit printr-o constantă T, = = lim P(t, v) = 


X- +00 


const. în orice moment i > 0, pentru integrarea Bote (4. ko pre- 
luate cu notatia T — T, = e(t, v) sub forma 
' d - 2 1-4 i. 
29 ges RAS, e (4.49) 
ot 05? 
şi eu condiţia iniţială 0(0, ὦ) — f(w) se poate folosi metoda separării 
variabilelor. Căutind o soluţie 0 = 0(4 α) =C(t)-@(a) care să 
satisfacă ecuaţia (4.49) 
2 
(BE pr E o » 
da? Ai 


şi separind variabilele în expresii egale cu o aceeaşi valoare reţinută 
ca negativă pentru a fi acceptabilă din punet de vedere fizic, rezultă 
ecuaţiile diferenţiale ordinare 


1 dU 1 KO 


sau 


x unde prin integrare (Zeldovitch si Mychkis, 1974) se obţin so- 
ufiile | 


T (t, X) — CQ). e-*** şi B(x, A) = C(A) cos λα + C,(A) -sin As 
precum si | 
Olt, ὦ, A) = "C(t, A)-B(a, ys = (6,0, eos Az +C,C, sin A2): e “Z = 
PoE eos Aw BOY sin ra ena - (4. 2o» 


Dacă X poate avea un spectru continuu de ΠΠ de la 0 la οο, 
atunci SOLURI ecuaţiei (4. 49) se poate construi cu ajutorul integralei 


oo 


O(t, £) = \ O(t, a, λ) dn =| [A(A) - cos Ag + B(A) -+ sin λα]: e? dA 
^ ο TM 0 "aM 
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in care A(A) ṣi B(A) se determină folosind condiţia iniţială 
.0(0, x) =| aw: COS Ac eu BO). sin λα] d = f(x), 

N 
0 ^ 


iar dacă f(z) se poate” reprezenta prin integrala Fouri ier (Stuart, 
1971) 


EO -tfa (IE) cos λία — 8) d£ 
` 0 -ο 


preluată sub forma 


09 "00 


ri zu T cos λξ dE + sin oe sin ač a] E 


'co 00 


AQ) m ^EdE si Βλ) cin sin AE ag 


— 00 i [99 
şi soluţia se prezintă cu expresia 


co oo 


A NL p. [es Ac E eos A5 dE + sin Avx | 

T ^ i 

0 -οο ; 
x No sin Ač az] ea! dA am dA ro e xt Dos ie = E) az 
A us . | me 
— 00 0 — co : 
sau, schimbind ordinea de integrare, 
O(t, a) = E aget e COS Mae — &) ne 
: —00 0o | | 
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Prin intermediul integrale? lui Poisson (Sabac, 1965) 


oo 


_ 5 


[ολα cos X(x — E) αλ =| i V ELE 
0 


unde (24) > 0, soluţia căutată se scrie sub forma 


“tee 
0=0(t,2) = War yes Zi ae (4.51) 
sau | 
0 =0(t, «) = -Mo. ΘΑ)... (451 
in care D | 
| (zë) 
e. “αν SG, a E) (4.52) 


"9y/szt- 


este expresia functiei lui Gr een (Iordache si Smigelschi, 1981) pentru 
termoconductia nestationara conservativa rectilinie laterală pe inter- 
valul presupus nelimitat — co <a «cope care diferenţa de tem- 
peratură T — To = 0 (t x) satisface condiţia iniţială θ(0, α) = 
= f(x). Dacă intervalul de integrare este limitat la 0 < æ < L, 
iar temperatura T = T(t, x) se menţine constantă si egală cu, To 

la frontierele x — 0 οἷα =J (fig. 4.8), atunci soluţia (4.50) a ecuaţiei 


Fig. 4.8. Termoconductia nestafionará conservativă rectilinie laterală pe un interval 
limitat de crustă terestră pe ale cărui frontiere temperatura se menţine constantă 
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(4.49) se particularizează impunind condițiile la limite @(¢, 0) = 
= O(t, L). =0 din care rezultă că A =0, a, = nz/L şi deci 


RUE NTD 
0: (6: a) em Bye: 44.15: sin TET? 


andem ela . Loor Pun, însumarea: acestor. soluţii particulare 
se obţine soluţia (Rothe, 1949) | 


00 y co παπι NED 
Q(t, v) — Y, Oi, 2) = F Β, ο 7 ή μασ (4.53) 
inel n=] ae yu 
cu condiţia iniţială dată prin funcţia 
9(0, 2) -- γα) = Y, B, sin A 


mnl C 


in a cărei dezvoltare in serie pe intervalul 0< æ< É coeficienţii — 
Fourier B, sînt, potrivit formulelor lui Euler și Fourier (Jackson, , 
1941; Zygmund, 1959; Stuart,.1971), de forma. | 
| gtk 
270. a ἀκίχ, ral € 
B,=—| č), sin —— d£. 
LyO T | 

Se conchide deci că soluţia (4.53) are expresia, (Iordache si Smi- 
gelsehi, 1981) 


E | 
| νο Rie EE edt πω mau vios p 
O(t, 2) = TVOS e LZ ^'sin T sin dé (4.54) 


în care funcţia lui Green este de forma 
» OF me sear dă NEL: 
Gt, αν 8) = me ZU sin po sin L " (4.55) 
‘In cazul termoconductiei nestationare conservative rectilinii 
laterale pe un interval semiinfinit 0 < æ « co pe care, temperatura 
T = T-(t;-4) se prezintă la. un moment initial i = 0 printr-o functie 
dată Τ(0, ο) si satisface “condiţiile lim C(t, α) —lim T(t, 2) = 

x20 ' 400 a, 
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= Ta =const. şi liiy (— 20T/0z) = gs dz = 0, în orice moment 


> 0, ecuaţia (4. 48) reluată; Gu η T. = 0(£, x) sub forma (4. 49) 
T cu condițiile 6(0, ᾳ) = = fila), 0(t, 0) — 0, lim O(t, 2) =0 si lim 


[90 (i, α)|ϑα] —0 poate fi integrată prin intermediul transformater 
Fourier (Bochner, 1932 ; Titchmarch, 1932, 1937 ; Wiener, 1933; | 
Carleman, 1944 ; Campbell si Foster, 1948 ; Bochner ŞI Chandrase- 
karan, 1949; "Sneddon; 1951 ; Tranter, 1951; -Oberhettinger, 
1957 ; Smirnov 1972 — —1975) | jg 


6,0, ὦ) =F =(F[O(t, α)]--- yas τον 70 x): ei da - 


exprimate ca transformată prin sinus : 
4 ES Xn A : ! 
2 ( 
0,5(%, o) = Tu θ(ἱ, ο) sin oz da. 
v " 


fumuliinà ecuatia (4. 49) cu Vis sin oz dz si apoi integrind« o pe 
intervalul 0 < x < œ, se rea m ecuaţia operational 


ceo co 
| Ἔν 99 E ΘΙ oz dz —0 
Tu y Fi sin og da — X 2\ ad ; 


0 


in care primul termen se refine cu expresia 


200 00 CUN 
[zoe ov da = Fs [25] - re 


jar al doilea, termen se. prezintă, potrivit formulei de integrare prin 
paa eu dezvoltarea | 


- "E (Pan: ox de = Bm STE ΕΤ | or 
| πΏδα DA a Vaz 
0 
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— o ah S OL ας) - - il/ 
δα m. 8 
: 0 / 


X00 


T | 0 sin oz ac) 
i er 


— ad OL 


t= 


si deci, intrucit lim 0, α) = μα, O(t, 2=0 si lim [9 o, 2)]d] = 


= 0, sub forma | 4 
„1/2 (9:9. ae Px μοι EM SES, Abo mo 
EC A 22m wor dg = ox ER O(t, ὦ) sin wx da = o? Oss 
0 0 


Asadar, ecuatia operationala este repr ezentata prin ecuatia diferen- 
tial’ ordinară omogenă 


Li Div τος σα (4.56) 
dt | 
sau 
dys = yd d£ 
«Pu | 


an care, prin integrare dela t = 0 T i si de la 0, (0, ο) la 
0,,(t, ὦ), se gaseste soluţia, : | | | 


0,4. s(t, 6) E 0,..(0, ῳ) ο et 
preluată, potrivit condiţiei inițiale’ 6(0, 2) = f (x) οἱ implicit con- 
itiei i 
0440, 0) — | 2-659 sin οξαξ,. 
| : Ai. uos 
sub forma 


co 


Balt, ὦ) = ο sin otag. (4.57) 
d. 
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Din aplicarea transformatei prin sinus inverse 


O(t, ὦ) =| 24 O (i, o) sin oz do, 
: 0 ar. 


se deduce că 


e(t, 2) x 2 (ne d sin wa sin- ωξ do, 
2 l T 
0 0 


de oe potrivit formulei 


2 sin ox sin e£ = 008. o(s — - 8) — cos o(s ai 5 
rezultă.: 


T 
0 


„o, Ὁ) = = (ne) ἀξ eo [cos e(a < £) — cos VOR £)] do.- | 


Tinind seamă de μπας lui Poisson, 
E a} Ϊ co } t 

x yz - mi c 

e-"9* cos ma s des αρ e ants 


ο 


se obţine in definitiv soluţia (Iordache si Smigelschi, 198 1)" 


(x 5 (x--E)* 


1 C ΟΡ ος καπ i 
Ot, ο) = ee Mte M μαμθκαλ nb e. | d 


corespunzătoare termoconductiei nestationare conservative recti- 
linii laterale pe un interval semiinfinit 0 < æ< oo pe care dife- 
renta y temperaturá T — T, = b(t, x) satisface condiţia iniţială 
0(0, x) —f(x) si condiţiile la limite E O(t, ὦ) cum ὑπο) = 0 


şi A [09(t, ω)/δο] =0 pentru t > 0. defe pe intervalul semiinfinit 


ος S E - co diferenţa de temperatura. WL = Q(t, x) satisface 
însă condiția inițială 6(0, x) =0 si condițiile la limite lim ar) = 0; 
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n [00(t, z)]0v] = O0 si, conform cu (4.46), lum Lei, s)| ôg] = 


— "μμ [* *, atunci ecuaţia (4.49) poate fi integrată cu BUsdar trans- 
formatei Fourier pr în cosinus 


οο - 


0s«(1, 0) = 55 O(t, a) eos wx da. 
0 


Prin înmulțirea, , cu γ2|π cos oz da şi integrarea, pe intervalul 
Ü € v « co , ecuaţia, (4.49) se serie sub forma Ἢ 


απ. 1 T 20 2] r 
ya i ! dr oz da — 3 ye: 2 | cos, og da : 0 | 
di 5 ) Ζω zi 
4 Ă ez ae 4} se) .ἐν ranis SEE 
in care μη] termen se exprimă conform transformării 


ET [ο]. 39s, 
y ae μα ἡ =] x|- di 


iar al doilea, termen preluat, potrivit. formulei de. integrare prin 
parpi, cu dezyoltatea 


.V2( 930 | 98 y oe 
κά La 4A A eos ox 
Za Vas —— COS og da: 1 [2 am 
+ oM si OL dz] =-;)/2 | 20 cos oa =F 
9 “iz o x=0 


r= o (osi ox — af cos seas) | | 
x=0 
3 


se prezintă, folosind conditiile lim 0(t; x) =0, 


v3 4-00 


Jim (904, 2)/02] =0 si lim [984 αγ/ϑα][-- — a(0/%, 
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astfel: . 


-1/2 ( 0:0 Y χ1[5. ΠΡ 
= ; 3A oz do =— “ΕΙ dolt) F 002% 0... 
0 E 


Urmează că ecuaţiei (4.49) îi corespunde ecuația operaţională 


d Oxe ΝΤΕ. S Y > ~ 4 : j i 
-a E 9X8. — E Ie dolt) —.0 (4.59) 


rezolvabili prin substituție sau prin variaţia constantelor (Rothe, 
1949). Spre exemplu, prin intermediul substitutiei | 


04, (f, o) = Ore(t, o). zelt, 6) 


rezolvarea ecuaţiei (4.59) preluate sub forma 


dou, (1006, | 4. bo 31 
EIS ng 5 di rd o*», ja gi 4/2 Go(t) = 


se reduce la rezolvarea ecuatiilor - 


10! 
i 1 NAC0,.(t, ὦ) b sium 
(O01, (50) αἱ : 


| GON. e) _ 1 χ IER 
PONS OU Co). Κι us, Gol *) Fy 


cudO<t<# gi vu Oye 7,@) — O0, pentru care se retin ` solutiile 
ΤΣ 


Oa, o) = 04,(0, 6), Εκ ET 
si | 
| "M t 4 " 
1 71 2(- A 
II E ENN | iat =) ae’ Zr 
Belts 0) — aye E Vico η even! 
μή 0 
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astfel încît se deduce. că 


- 


£y aco eme as (4.60) 


. {pF 


Balh ω)-- - 


abi 


unde lim Oze (t, o) are expresia 


θ».(0, ω) = | 0(0, É) cos ωξ d£. 


Aplicind teorema de inversiune a dr ansfor matei pr im cosinus potrivit 
căreia 


— δ 


Oe; τ) = TER 0... (t, ὦ) eos. oz do, 
Hom 7 


se obtine solutia 


πΧ 


t οο 
O(t, ο) = A ad Ae e eZl cos wa do 
0 0 


| | 
prezentata în definitiv, s intermediul niegralei lui Poisson 
κά [ 1 : E TW | 4 E 


΄ iii 
κα. Σα -Ώ cos oa do = ery e IZT) s 


0 
sub forma (Iordache si ipa 1981) 


t 


o, z(o idh Tae ane? 
mb ώρας, "T 


În cazul termoconductiei nestationare conservative rectilinii 
laterale pe un interval semiinfinit 0 € vi < œ pe care temperatura 
T — T (t, a) satisface condiţia iniţială T(0, 7) = T, = const. şi con- 
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ditia la limită T(t, 0) =7,(t) pentru £2 0, unde 7,(0) = Ty = 
= const. (fig. 4.9), ecuaţia (4.48) preluată cu notația T — T. =0((t, x) 
prin (4.49) si cu condiţiile 0(0, 7) =0, 6(¢,0) = θο({) si 6,(0) --0 
poate fi integrată prin metoda operaţională a transformatei Laplace . 


0*(p,07) = LL 0(t, αὐ] =| o, 2) e-^ di. 


0 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
$ —_— se ee "κε, «ας 
+ à 
* = 
1 8 
+ = 
+ -- 
+ n 
+ X 
e e. 
* [καὶ 
+ " 
+ 
+ E 
+ Γκ. 
A A x 
+ 
+ 
+ 
+ 


Fig. 4.9. Termoconducţia nestationará conservativă rectilinie laterală pe un interval 
semiinfinit pe care temperatura este inițial constantă și ulterior variabilă dinspre fron- 
tiera accesibilă unde devine nestationará spre infinit unde se menţine constantă 


Folosirea acestei metode pentru rezolvarea ecuaţiei (4.49) este jus- 
tifieatá atit timp cit 6,(¢) satisface condiţiile impuse funcției « ori- 
ginal» în transformarea Laplace (vezi tabelul 4.2), iar 0 = θ(ἑ, æ) 
împreună cu derivatele sale de primele două ordine sint, de asemenea, 
funcţii «original» în raport cu variabila t. Aplicînd operatorul lui 
Laplace sub formele Ἢ | 

4|5] = 29*(2,.~)—0(0, x) unde 0(0, x) —0 prin condiţia iniţială, 


81 


M i 02 [ T 2 , £L 20. 
2| 33 atiaeina fagy sales 
Lor?]. ἢ θα Tee 


y 0 
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Tabelul 4.2 


Transformarea ` Laplace (după Gutmann; 1965; Sabac; 1965 ; Jaeger 5 si Newstead; 1971; 


Ditkine 


si Proudnikov, 1978) 


" Functia‘« original» ` 
sau | ξ 
transformata- inversă Mellin-Fourier 


ty cot ioo 


iit) = ΠΣ 4 d ; pt 
f(t) = τρ] = ar FI(p)e^ dp 


Gg — ico 


este de variabilă reală £ si satisface condiţiile : 


[(t) -- 0 pentru ics 0} 


KƏ derivabilă pe porțiuni (cu scafe SL 
numai de prima speţă), 


ID < A e^ λοί peur 0, A> Oşi 25210 


Proiek ale transformatei 
1) Liniaritatca (aditivitatea si omogenita- 


ica) 
AO + RD 
Si 
const * f(t) 
2) Teorema intirzierii + 
f(ti—=)pentru 0 so sl! 
3) Teorema deplasării 
t 
οἙλ 
4) “Feorema. asemănării (de multiplicare a 
argumentului originalului) 
flot) pentru c real 
5) Teorema de multiplicare. a argumentu- 
lui imaginii 


du E pentru o real si poziliv 
§) Deriv ata originalului 
af). 
dt 
a" f() 
j di” 


PINO] + Lie = 


Funcția « imagine » 
r sau 
transformala Laplace unilaterală a 
funcției f(t) 


co 
F(R) = Lf) =| [0 e^? at 
este de variabilá complexă a = Ca Lit 
si satisface condiţiile : 
F(2)analiticá în planul complex $ = 


— 6 -- it si olomorfa. într-un semiplan 
Reg = ¢> 60 i 


m F(2)=0 si; F(R)| < 


p> +00 


Laplace, teoreme ‘si operaţii 
T(R) + Fg). 
şi * p 15 d 


const * p ο], const «Ι() 
HE DAIA = e7P ka) 


F(p + λ) pentru Re(2 F A) > ‘Co 


F(p/o) 


ω 


Γίωβ) 


| gF(g) -- ΚΟ) - 


phE(p) — απο 4 
1 | df(l) 
yu (ane T 
n ap | i des 


1 | T] } 
prt tise 


aay din-1 
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(continuare tabel 4.2) 


ὶ | ? oo 
ΠΟΠ“ Fee) = an = poeta 
0 
7) Derivata imaginii 
dF(Q) 
— tf(t 
7 Ko rr Φα 
(— 1y'nf(l) . d'F(Q) 
8) Integrala originalului do^ 
Aro dt | ο) 
| -0 l E i oe 
9) Integrala imaginii T 
o | [πίω dp 
iw [ f 
. A i P j 
10) Produsul de convolutie (compoziție) 
al lui Borel . 
. t ͵ . 
h*f, = (ro h(t — τ) de Fa (2) Falp) 
ane 4 | i 
11) Produsul de convoluție al imaginilor So ioo 
1" 
f(t): fo(t) FR, * Fy = Oni Y F (à) F,(p — 2) dA 
12) Teorema lui Duhamel ςυ-- ioo — ὶ 
d(f,*fe)/dt = 
| i ub 
= fb (0 dfa(4) d 
= f(t): f,(0) + \ i) xdi fies i gm) PF.) 
5 | | 
Corespondenţe 
13) 1 ee 
| ντος 
(na πὰ. : 1 
14) ke; peusengrt intreg si very un 
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(continuare tabel 4.2( 


- 95) 


co 
m πρ) = BIRO = (ro on at 
ΕΚΕΙ = M a oh 
i e : 
at ντ 
Toe "TS. 
LUIS 1 
16) PRN 
" 1 = - 
— alo M 
μος; plop + 1) 
TAN 
1) ----- "CEN 
2 a(R + A) 
19) sin Xt oe pees 
22 + ΤῸ 
20) sh λέ boni 
2° — 22 
(= 
21) cos λί cial E 
2? + 2 
22) ch At | peed Snr 
δ. 
A) gut _ gut : 
M Ae s ` (R — ANB — 3) 
24) {5-1 e woes > 0 3 ' (n — 1)! = aU) 
=) A O 
ON p ; Ya 
Nen m x plop + op + 2) ... (Rtn) 
--λε 
26) [Pv a 5: 


Vat Ve +a 
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(continuare tabel 4.2) 


rae 
fO F(a) = ANO = VO 07? at 
Ὁ 0 
à e^t mY eu i re à t 
70 "Asi Va —À Va 
28) — In (22) Ing 
; 2 
| 1 1 1 d 
29) hd. πετ ec oit ers cel 
" m pitt 
— In oo | — | 
n! 
30) 2 yz8 e724 pentru e 0 - 
-—o0*/4t J 
T — 
Ve 
' elg j A 
32) e a] = ied οι d£ w- 242 
2yt π --------------------- 
i 2 
Y . ej2yi) Pa 
| A ni 
33 ) erfc = TUNES e-* ἀξ e 
χι Vr 2 
ó | 
is iX -ely? 
34) JE ο 94 Ὁ etfe hib) ges 
t νων, Ἱ nn 
35 — Xe Z ^ dii; MA 
521 P E 
pentru Se sEsL 6 _sh (= olg] sh (4/2). 
| | Vp sh (LVR) 
pentru 0 ETSL | _sh{@ — Valh (ΕΥ) 
[V2 sh (1) | 


qe 


( continuare tabel 4.2) 


KQ) F(p) = PID] = Y O e”?! di 
ai - 0 H- T i 


1 An i eh (2) M e ? lim I (2) Lh 
SOM ———ÜÀ | tru { bo i 0 qu. +y Ξ 
) πῶς P's " i R, - 


, B a : $ i 
05s 4 λοπίτυ t2, πι» σι dg ERM 1 (2). 
m TW 
37) 0 pentru 0 c1 <1, ; 
: ae 1 | οἳ-ν(ϱ) δν (ϱ) 
στ pentru TS 1 355600) -f ὃν Poms T 
15 = 1 4 η A ν--0 


ορ 
νά e Ph ad 
Va Y Yaa + A) 
0 
38 0 pentru 0 < t < wW, ; | 
τν ee LIA y ned Po 
| ---- ω 
«LJ Cp eo o | ΠΕ 
Q à [0] | 
Pr eTO E s 
2) 2Ko(0V2) 
«4 —0*/A4t 
et πα f 
40) | dt = — —— du = 
t u l 
0 co 2 » 71 
| — KoV) 
co 2 A : 
—t W? 
= dL -- A Ei} — 
ο) 
o]4t ia 


ecuația (4.49) se transformă integral (Jaeger si Newstead, 1971; 
Ditkine si Proudnikov, 1978) în ecuaţia operaţională 


ας G^. 
20* Ἔχ =, = 0 (4.02) 
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vu condiția la limită 0*(2,0) = 0(2) si cu soluţia generală 
Rothe, 1949; Sabac, 1965 ; Zeldoviteh si Mychkis, 1974) κ 


θ(ρια) = Ce ΡΣ + Cpe ©) (4.63) 
la care se consideră în planul variabilei p =ç --i« tăietura dată 
prin τ =0 şic<0 şi se notează cu Vo ramura valor ilor pozitive pentru 
p real si pozitiv. Prin impunerea conditiei.ca limita funetiei 0* — 


= =0*(p, x) să fie finită pentru » > œ si a condiţiei la limită 0*(5, 0) = 


= Ὀζ(ᾳ), care implică respectiv Οι --0 αἱ Ca = 0&(2), soluţia (4.63) 
devine : 


O*(p, α) = O9(p)- e - ΠΥΡ, (4.64) 


unde Vz >0. Dacă la extremitatea x» —0 a intervalului semiin- 
finit se menţine o diferenţă de temperatură 6, constantă repre- 
zentată printr-o transformată Carson (Gutmann, 1965) 


do(2) — p0%(2) = pl ou e- dt 
J. | 


denumită şi transformată Laplace-Carson (Ditkine αἱ Proudnikov, 
.1978), atunci . funcției 0* = 0*(2, x) preluate sub forma 


0*(o, à) = 9ο e- e RV 
2 


îi corespunde, potrivit transformării 33 din tabelul 4.2, functia 
«original? 


θε mi Sw ὃ erfe Wes T | LM m) 4.65) 
mg 3 ( 2! χί : 2] xt 


in care 


erf Cum) = VE 3 e-* d£ 
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si 


9 α|[2} χι). 9 co 
B p- 
2 yt T i 7c 
X | | 
/ i! x/(2V 22) 


sint respectiv functia erorilor (funcția lui Gauss sau integrala de probabi- 
litate) si complementara sa cu valorile uzuale prezentate in tabelul 4.3. 
Dacă însă la limita « -- 0 diferența de temperatură 0, este variabilă 
în timp, atunci pentru deducerea soluţiei 0 = @(t, ὦ) se recurge: 
la teorema lui Duhamel (vezi transformarea 12 din tabelul 4.2) în 
care funcţia f,(t) si transformata sa F (p) = L[f,(t)] sint reprezen- 
tate prin 6(¢,0) = OQ) si respectiv prin θῆ(ρ, 0) = θξίρ), iar 
funcția f,(t) şi transformata sa F2) = £L[f.(t)] sint date, cores- 
punzátor cazului particular fundamental al termoconductiei nesta- 
` tionare conservative rectilinii laterale spre o frontieră cu temperatură, 
constantă, prin erfe [/(2V30] şi respectiv prin (1/2) e- eA Subs-- 

tituind f,(0) prin : 

lim [ete | - )] =erfe (co) =0 

1-0 | 2y5t 


si [f,(t)/At]q:-. prin 


δ. fry lv iur | 2 VENIT TT. wii. 
(dos lerte dum NZ =m) | 2007 b a de 
| ot | ( a). Al a Hi» ‘AMV Yt tite 


2 


EMILE eU) t τα πμ T Ἡ " 
| Yee DN cag ο ο) PE τ) Min 
din aplicarea, teoremei lui Duhamel rezultă funcția «imagine» - 
i ; | 
e. YN- 9 ~ ee Gi HH "D E d 
o” (g) e- «IA; D AUC posto mem. SR a | 
* i Vz) «Ae XO 2) 


cu transformata inversă 


O(t, x) — 2-1, 0*(9) e- eA mr 


t 
2 a L; | 
i (aa : (τ) EE E i EL dz 
; y | j A(t — Vit Y τ) ’ 


at 


dH ; 
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de unde, prin schimbarea de variabilă - 


-πΞ------ --ξ- 
2yxG he c 


potrivit căreia . 


eee ES Menta re tele a VN a 


se obţine in definitiv soluţia : 


"e GAY Li bls 
ος ο) anes y Li p^ ο” dE, = 
2 = 
TETRA vfi- e ae (4.66) 
ys i = > AYES. : 4 
xj (2) Xt) 


corespunzătoare cazului general al termoconductiei nestationare 
conservative rectilinii laterale pe un interval semiinfinit 0 < y < co 
pe care diferenta de temperatura. T — To = A(t, ο) este initial nulă 
Şi ulterior variabilă dinspre frontiera accesibilă x = 0 unde devine 
nestationará spre infini unde să menţine nulă. Dacă. pe intervalul 
semiinfinit 0 € a — oo diferenţa de temperatură, qa 18 01,00) 
satisface condiția inițială 0 (0, x) —0 si condiţiile la MP 
lim [00(t, α)|ϑα)] =0 sb conform: cu (4.46), iit [09(t; #)/ex] = 
x= 00 

— o|% = const., atunci pentru integrarea DW (4.49) prin, in- 
πι a transformatei. sale Laplace (4.62) se recurge, de aseme- 
nea, la soluţia (4.63) eu derivata în raport cu preluată sub forma 


pee MEAE 2 -ο]ξ Soa --6, aere 
UL 


şi cu condiţiile 


ΠΠ 


xo UE -dg x= 00 


Ox 


an Κρ, 2A =e 2| 0 (t, = ΓΝ 
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şi 


é * | E ea 
lids e XU S. 20(52)] «ο 
x0 da 0 Ox - τρ 
care implică respectiv C, =0. si x) Ca Vpl} = -- Go/(%n) sau Cx 


= (Ql 3)/(2 Va). În consecinţă, soluția (4.63) este redată prin func- 
iia d4magine» | 4 
9*(2, x) — x : dus e- el Ys { - (4.67) 
* 2 2 i 


căreia îi corespunde, potrivit transformării 34 din tabelul 4.2, 
funcția «originaly i (4. 


O(t, a) = el L ο) 7% —L Porte (a)l (4:68) 
% πε, Vz | V3y5xt 
unde (o[l/ 3) 0; (S α΄ Iis "hmi 
In cazul termoconductiei nestationare conservative rectilinii 
verticale pe un interval limitat 0 < ος M pe care temperatura . 
T = T(t, 2) se prezintă la un moment initial £ =0 printr-o funcţie 
data f(z) pentru 0. « z < M sise menţine constantă si egală cu T, | 
la frontiera z = 0, iar densitatea fluxului de termoconductie 
— %0T]|da se menţine constantă si egală cu d, la frontiera 2 = M 
in orice moment { > 0 (fig. 4.10), ecuatia (4.48’) se poate relua prin 
substituţia T(t, 2) — Το + (dy[X)z. — 0,(t, 2) sub forma. 


00 A080 
— — Y — Ξ0 4.69 


cu condiţia, inițială. 
040, 2) = fa) — Τα + Be 
şi cu. condiţiile, la. limite 


τω 1):--0. 


Pentru integrarea ecuaţiei (4.69) se aplică metoda separării varia- 
bilelor prin intermediul unei' soluţii 0, = 940, 2) = C(t): Z(2) care 


0,(t;0) =0 si 
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ο satisface sub forma 
aw d?4 


dia n χο“ ==0 
. ae dz? 


sau 
1 dc T QUE ; 
EN Ae... i 
πω ae eRe? 


-4S t, M)=,,=const, 


14,0) = To=const. 


Fig. 4.10. Termoconductia nestationara conservativă rec- 

tilinie verticală pe un interval limitat pe care iniţial tempe- 

ratura este dată printr-o funcţie de adincime, iar ulterior 

temperatura se menţine constantă la frontiera inferioară si 

densitatea fluxului de termoconductie se menţine constantă 
la frontiera superioară 


unde variabilele sint separate astfel încît membrul sting nu depinde 
de z, iar cel drept nu depinde de ἰ, ei avind o valoare comună accep- 
tabilă numai ca negativă deoarece se caută o soluţie mărginită 
pentru t > 0, adică 


1 dc 1g. 


şi deci 


2 i i 
oe gon 0,3 
daz? ' 
Intrucit. aceste: ecuaţii diferenţiale ordinare au soluţiile 
Tt, κ) = Cala) că si Ele, λ) = C0) cos λα 4- C42) sin 22, 


urmează că funcţia 0,(t, 2, A) = “C(t, X): Z(z, A) este de forma 


O(t, 2, A) = (CoC cos λα + CoC, sin λα) Ne 


= [A(2) eos Az + B(A) sin λε] e? (4.70) 
αἱ are derivata parţială în raport cu z 
23 = — A[A(A) sin 22 — BA) cos Az] e-i 


în care t>0 si O<2< M. Impunind condiţiile la limite 
6(t,0)=0 şi [09 la] =m = 0, se. deduce că A =O şi res- 
peetiv A, = (2n pis (21), deci soluția (4.70) se exprimă sub 
forma particulară | | 


Ti _(2n Iri (2n +.1)xz | 
[ΠΠ FIN e "un 


unde n —0,1,2,...,co. Din însumarea acestor soluţii particulare 
rezultă că ecuaţia (4.69) are soluția 


c ES zi ZA 2n 1 Tew 
O{t, 2) = Σ O(t, 2), = Σ B,e m ' fea em (4.71) 
n=0 n=0 - 


în care coeficienții B, se pot determina folosind condiția inițială i 


nen + 1}πο 1 n. s 
= i ο ας E ita 
0,(0, ϱ) » B,s 2M f(z) —T+ 


Deoarece seria 


y B sin Qn E 1πο 
"L5 dă 2M 
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repr ώς o functie impard, (Stuart, 1971), trebuie ca si functia fle) - — 
— To + (Ga/%)z2 să tiei impará confor m dezvoltării 


xd -L Te 
fle) — To +e =F (Bi + BY + Br) si pies COS 
n=0 24h * 


unde coe cuu Fourier agus By si Bi,” ai funcţiilor impare 12). 
; | }; 


— To si (a/%)z au expresiile 
ua 9 M 


MC i1) 
le ζ) — da, 
| E i y ym (5) 2M ži 


M 2M 
0 
M ` i πι μι) 
ΓΣ = (2n tr e)" t leat i1 
(2n --1)x ) > 2M. ΝΎΘΗ - 
3 
0 
ir 4To fa [eos (2n cal t4 i 4T, | 
ο” τ. ο '(2n + 1) | 
51 
M ^ 
Jj Be, du Qi sin tan απ ων η = 
My Zur WEM 
0 
4 M "— 
Ba Al nr E : D (2n =r qi: a cet : "(2n + 1}πζ "dz ελλ i 
(2n + 1)nă 2M 2M - 
à 0 


I3) βρώ [τω a (2n m 


οὐ (22 ---1}π = at ad 
(2n + 1)x% 2M ζ-ο 


2M 


ere = 2M tjs T (2n aa 


|o (Quei) [Qn ia) 2M | - 2. 
"e dr 
1 
- (2n E P 2M e ~ (2n - TIR 
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astfel încît coeficienţii B, sint de forma 


| Qn EDU, 
η pee EU Unit 
B, Bo yy — 


0 


(2n + 1)z D (Sn le = 
οἱ deci soluţia (£.71);se serie: 


M 


Αρκ at ER 2 ^o idi s.s 
ant) e$ Ero sin “at 
0 


: l 7 d (20-4 1)273— Te a J 
E deest fux a ΠΠ c Iu ον 4M? κ j gin (22 = 1ὐπὸ 
(2n + 1)« ( 5 oM 


sau in. definitiv 


| 5 Gar oe 2 (2n --1)πζ : 
Dita, = Te — 4 No w= ζ) sin dz - 
(2). = Τε E S1 MI ) E 
^E 4 [1 τ]. AT divi -- Arată ΤΠ (2 + se, 
τν a UT ZOR TUI a m EA E. 2M 
(4.72) 


Termoconduetia nesta(ionará neconservativá 


Ecuatia (4. 2) sau (4.27) cu forma ei generală este caracteristică; 
termoconductiei nestationare neconservative rectilinii laterale sau 
verticale în care densitatea fluxului de termoconductie se supune 
de regulă condiţiei uzuale (4.46) sau (4.46). Pentru o porţiune de 
crustă terestră cu conductibilitatea termică constantă, ecuația (4.2) 
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san (4.2’) se prezintă sub forma 


sau 


PALE κακο EON 


in care se presupune că difuzivitatea termică . χ = %/ 6c; este 
constantă, iar productivitatea medie de căldură pe unitatea de ca- 
pacitate calorică gu dV/pe; dV =—p/6e; depinde de timp şi de 
coordonata « sau ϱ fie, potrivit cu (4.7) sau S 8), prin intermediul 
temperaturii conform funcției 


ΚΠ» T(t, Ὁ) — Te more ὤ 
Re TIM ] == Ze 0), 


fie prin intermediul unei functii date 


=f, 2) s za. 


^ 


Pep. | PC; 


in cazul termoconducţiei hoe neconservative rectilinii 
laterale pe un interval presupus infinit — œ <s < + œ pe 
care produetivitatea medie de căldură pe unitatea de capacitate 
calorică se conformeazá funcţiei χ/βὂρ = — (x/B?)(T — To), iar 
temperatura T = T(t, a) este reprezentată la un moment initial 
= 0 printr-o funcție de coordonata x si la infinit printr-o cons- 
tanta T, =lim T(t, 7) — const. in orice moment t 20, ecuaţia, 
x= oo 
(4.73) preluată cu notația T — T, = 0(t, x) sub forma (4.8) 
1 900 020 θ 


si cu conditia iniţială 0(0, ὦ) =f (4) se poate integra prin metoda 
separării variabilelor. Prin intermediul unei soluţii Ὁ = O(t, 4) = 
πάς) -α (0) ecuaţia (4.8) se aduce la. forma Tha PER 
GAC T dq _ (00 

y dt da? Β:. 


154 


din care variabilele se separă in expresii egale cu ο aceeaşi valoare 
reţinută ca negativă pentru a fi acceptabilă din punct de vedere 
fizic, adică 
1 dc a B A α A 
yc di pe > 77 daz? 
astfel încît se obţin ecuaţiile diferenţiale ordinare 
1 ολα, . d$ M 
um (5 tx 0g C po 
cu soluţiile A | 
Tt, λ) =C A) e- 0/8252 gi Bla, A) = COA) cos λα HOA) sin Aa. 
"Urmează că funcția O(t, x, A) = T(t, A): W(a, X) este de forma 


O(t, d, λ) a (00, eos λα) + CC. sin Aa) α- 0B e 12/71 = 


=[AQ) cos Aw + BO) sin λα] e- OBAE (4.74) 
iar soluţia ecuaţiei (4.8) construită cu ajutorul integralei 
co sd 
O(t, x) =| O(t, &, A) dX 
0 


are expresia; | | | 
οὐ ; - l | 
ος a) =| [4(λ) cos λα + B() sin λα] e- 0/825), AA (4.75) 
0 


în care coeficienţii Α(λ) si B(A) se determină prin condiţia iniţială 
0(0, a) -| [A( à) cos λα + B(A) sin λα] dX = f(z). 
Να 
Reprezentind functia Ja) pri integrala Fourier (Stuart, 1971) 


fe) = = (ale cos à(s — & VIE = 


Ὁ -oœ | i 
οο co 00 
Tees yo cos λξ dé + sin Ax VO sin λξ ai] dr 
της ΕΠ " : i 
iry RO «idi G =00 a) τ 
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prin care condiția iniţială este satisfăcută pey ] 


A) = uid cos AE dE si B(A) zi Lien ) sin λξ dé, 


iar solutia (4.75) se aduce la forma 


96 ο) = [eos ΠΠ cos AE dE + sin λα x i 


xe sin λξ ad αμ λε αλ -- . 


πο oo. 


m jafo e-U/B* λε] cos Ma ide = 
3 0 -%0 á 
1 co oo F es 
= UG azh; “+04 cos Ma — E) da 
7.4 


și efectuind, potrivit integralei lui Poisson, substituirea 
n x end 


-727i ET EN ENES 42} 9 
\ Ὅν d VR | 5 En pwr 
0 : 


unde (79 >.0, rezultă că. 


= 2 A e-a 
A(t, 2) "aves MI "X ae. (4.16) 
) 2 γπχί n 
Dacă intervalul de integrare este limitat la 0. € ας L, jar diferenţa. 
de temperatură ye T. = ϐ (t, ο) satisface conditia iniţială 6(0, £) = 


— f(x) si condiţiile la limite 6(t, 0) — 0 (t, D) 50 (fig. 4.11), atunci 
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soluţia (4.74) se particularizează, potrivit condiţiilor la limite care 
implică A —0 şi A, — nz[L, sub forma 


Y L (x 1 yn 
rm χι, WX 
0,(£, 2) = B,e (E 11) sin— 


u LM 


T(t,0) = Too | | ; MICH. πα Se 
| © rey tion x; M ν T(f,L) = Too 


Fig. 4.11. Termoconductia nestafionará neconservativá rectilinie laterală caracte- 
'Tizată printr-un! factor. ‘de. .neconservativitate B= [7 MIZ ing] Ming. +. 
+ ŽsuplMsup)]!/? constant pe un interval limitat de crustă terestră pe ale cărui . 

frontiere temperatura se menţine constantă 


unde n =1,2,.. NA Ínsumind aceste soluţii particulare se σᾶ- 
seste solutia | an 
| co 55 a sls ane 
O(t, x)= J; 6, (4,2) = B,e E 27 - sin I^ (4.77) 
MER n=l ο ο eee gone E xir “κέ TT? 


care trebuie si satisfacă condiţia hae 0(0, a) =f(x), adică, 


nz 


PELIE = f(a a), 


n=l 
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unde f(x) reprezintă o funcție impară cu A Roope Fourier 


2 < ET 

B. = ga ϐ) 5 

spa a e 

Å 0 

Prin urmare, soluţia (4.77) se reţine sub forma 


5 1 mr? 


A(t, x) 224 103, e (zt 1x gin απο ο PES Ge. (4.78) 


‘in care functia lui Green are expresia 


nc 7 1 nini. 
Du ία cy μπα . ane 
i, ὦ, ἕ) ==>), ο BP -5/ηεἰγί---ο]π--- 
€ p ot 6) f yp 2 $5 L 


corespunzătoare termoconductiei nestationare neconservative rec- 
tilinii laterale pe un interval limitat 0 < ως L pe care diferenţa 
de temperatură satisface condiţia inițială 0(0, x) = f(x) si condiţiile 
la limite O(ț, 0) = 0(t, L) =0. Dacă pe intervalul limitat ος 
<a < L, diferența de temperatură T — T, = O(t, ο) satisface însă 
condiţia inițială 6(0, 7) — f(x) si condiţiile la limite 


a(t; 0) =0 si ca 1) = 


(fig. 4.12), prin care ; din funcţia (4.74) şi din derivata sa parţială 
jn raport cu 2 


Se} ΓΑ (λ) sin λα — B(A) cos λα] e- 0/8382 
Hh 


se deduce că A =0 si fa = (2n + 1)π|(81},' atunei solutiile par- 
ticulare ale ecuatiei (4.8) si solutia sa generalá se prezintá, conform 
cu (4.74), astfel: 


x ,, (ant Went (2n η Lrs 
0,(t; 4) = Bre Lst Ei adi Kidd arra pura 


158 


fi he sl: 
κα (t,L)=- % x, [{|}59 


Tr. 14 


F = 
vs Mx) C" RUE 
t. 


---- — — —M — — — — —— — —L M —— — — 


. L 


* 


Fig. n 12. Termoconduelia nestaţionară neconservativa rectilinie laterală caracterizată. 


printr-un factor de neconservativitate B = [MIC ar M qu rd Zsup! Msup) 15. constant- 
pe un interval limitatO < x < L pe care initial temperatura este dată prinir-o funcţie 
. dez,iar ulterior temperatura se menţine constantă la frontiera x = 0 Si densitatea. 
fluxului de usas uer se mentine d la frontiera x = L. | 


si respectiv | 


(2-152 i 
14 le 


ο ο κ. ἘΞ. (4.79) 
n=0 n=0 0 Dă 3m j 2044 E 5 


Impunind outa paige 


(2n + Ί)πα 


ϱ(6ς 2) = $n 2r 


= f(x) 


si observind că f(x) reprezintă o functie împară cu- coeficienţii. 
Fourier 


Sea 


2 Ont Ὠπὲ 
: (ros το 


0 
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solutia (4.79) se scrie sub forma 


θ(ί, 4) = 
afi eh E aer τὸ ΠΝ MES 
E ES 155. 411 T n TE . 4 π 
=—\ 18) ¥ e | osin —— — sin ------5ᾳξ. 
ΟΡ κι, = A me 91) - 3 97. =$ 2 > 
(4.80) 


b dete 
= ae 


Es 2442 PP. on a : (δη + Lrg ; (2n 1-1γπξ 
Gt L, £) mos e sim am wel TIC 


exprimá functia lui Green. : ρα; | | 
"În cazul termoconductiei nestationare neconservative rectilinii 
laterale pe un interval presupus infinit — oo <a < co” pe care 
productivitatea medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică 
se conformează unei funcţii date &/pe; = ft α), iar diferenţa 
de temperatură T — 7 = b(t, x) satisface condiția iniţială 0(0, x)= 
—0 și condiţiile la limite lim 0(î, y) —0 si lim [ὅθ(ί, «)|0»] = 0. 


μη MET EO e ESj 
pentru t > 0, ecuația (4.73) preluată sub forma. 
) 


7 020 * 
A de a ees alt, x) (4.81) 
.. On? E 


se poate integra prin intermediul transformatei Fourier 


γ2π.. 


Dalt, ω) = FLO, 2)]= = a(t, a) eos da 


prin care.se obţine ecuaţia operaţională, 


fetu 98 oios da gei zar) e~r de = d felt, α) e- da. 
V2x ) et yf2z Y δα’ y2z 
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În această ecuaţie, primul termen din membrul sting si tennenul 
din membrul uibs. se exprimă prin transformările 


i f δ 00] db, 
—— e- fox da = — ge ES -- == 
Vaz et jet] dt 


--οο 


gi 


eo 


je) 


iar al doilea TEM din membrul sting integrat prin părţi potrivit: 


fat, ο) eo da= F [falt 2)1=fe,(b, o) 


dezvoltării | 
c VM ô e-ior da m uu LX E 6” 10% = δ 
γ2π ) δα Vaz δα TN 
3 5 06 A ; χ ET ` β-οο 
τω —— e7% da = E | —— etor 
"n j | Ox ) Vh Ox i pends 


| . eco — 2E THE 
+ 10 1 ΕἸ. + te \ Ste vas ae) 


τσκ 


—00 


se prezintă, cu condiţiile e ret, FE er 2%] x20 
si p ([00(t, QUIE mo 0, astfel : 


Vaz Ox? Vax 


~ T op : $t) im , 
aa Whe | 0*0 ei dg =~ SE: | GICA ὦ) e-ie* da = o?y0,. 
Reluind ecuaţia operaţională sub forma 
Te ruri cf) (^ (482) 
$i efectuind sid 
O4(t, ω) = = 0i T3 e): out, o) 
prin care rezolvarea ecuatiei (4.82) se reduce la rezolvarea ecuațiilor 
Ne GOR o). : o?z — 0: 
θῥ(ίω) dt 
161. 
11 — c. 289 η 


şi : a) ! Jg 
S69 9) feo) 
| dt θε (τ, ©) JE 
cu 0 <7 st şi lim θῆ(τ, wo) =0, rezultă că - 
το RM S 
0L(£, o) = 0L(0, ω) e70% 
rud 
1 d 
olt, ὦ) = ————-A f, (7,0): e2% dr 
[D ο) av Mu ο) 
0 


si deci 


t ; ' πρὶ 
BUE μις Q): etf d7, (4.83) 
| | Pu rcu 
unde funcţia f,,(<, o) are expresia 
de = | n ο 
| T 3 Vaz zi ko 3 du 


Prin aplicarea transformatei inverse 
: d co 


00, ο) = ys || 046 ο) endo, 


se gáseste solutia 


Μα P iolz- 
jt ^ E" eio(z— ) 
«6, a) = (ae V tes a8 | ores ao 
| 1—0 -0 ^C ἂν; ἵ 
in care integrala 
S ~ io(x — E) =i "E eel c 
| e- e?x(t-) } E rud do = | ο-ωΐχ(!-τ). 6 do J- 
` ου E pe 
œ £ eieu-&) e E e-ieu-8)  efa(z—8) - 
+\e-° x(-5). do = \ e-9xt-3) =~ ai do = 
` : E a 9 
Ü 0 


La: : 
- ο 9 on) eos o(s — £) do 
p 
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reprezintă, integrala lui Poisson. 


co A (x—8)2 


| eT t=) cos eq — Edo -| j ue x. 
astfel incit se conchide că | 
| i TE ER, L4 | | 
ος = sar y fis, E) Jus dé (4.84) 
τ Pr 


Dacă intervalul de integrare este semiiniinit 0 <w < oo si producti- 
vitatea medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică se con- 
formează unei funcţii date μ/Ρ c~ = f(t, ὦ), iar diferenţa de tempera- 
tură T — To= O(t, x) satisface condiţia iniţială 0(0, 2) =0 si con- 
difiile la limite lim (f, æ) = lim 0(t, x) — 0 şi lim [00(4,27)0x] = 
* 3 da x20. ; } X=» 00 à prae pu / 
— 0, atunei pentru integrarea ecuatiei (4.73) preluate sub forma 
(4.81) se poate recurge la transformata Fourier prin Sinus c 


| i DN P 
θα a) = EA O(t, x) sin ox da. 
| ENY WP ΣΩ 


inmultind ecuaţia (4.81) cu l2]z sin lea da si apoi integrind-o 
pe intervalul 0 €  < oo, se obţine ecuatia operaţională. | 


ER cee sii a dz — ES Cop sin oz de — 
EN Dre vU rm raza, SP CE) 
0 o τ 


οὐ 


Ἂς |. \ iat æ) sin wx. dg — 0 T 
0 


în care primul termen se exprimă conform transformárii 
ceo 


ιτ. _ a [20] dus 
| 3- \ S sn esas s. [e di 4 
0 ; ' 
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al doilea termen preluat, potrivit formulei de integrare prin părţi, 
cu dezvoltarea 


X =00 


Jz 950 sin t E | (Esin , 
ye ôx? 5 E a uo ον δ 
J ταὶ | 


r=0 
> — ὢ | QUII ns 1ο) må - Es [2E sin q 
δα. ew y ety "fa Ὃν 
; 


4=0 


= G (o COS wx 


| κ; οἱ 0 sin x «J| | 


_lz=0 


se prózintà, intrucit tim o a = lim Mt v - =0 si lim 20 (t, alin] = 


= 0, sub forma 


2 


Oo o | 

ox 2" (029 να -ω | 5} αι, ο “ite 

—X m sin ox dg = o?y E θ(1, x) sin oz do = φ-χθ.., 
ò | a 

iar al treilea, termen se retine prin funcţia - 


y | file Xpsinlozad E FAG, o) =f, (i, e). 


Urmeazá cá ecuatia operaţională este reprezentată prin ecuaţia 
diferenţială 


doy, ~ i l 
Me qotoy Eee 


rezolvabilă prin substitutia 
Osl, ©) = O4,(t, ὦ). OF, o) 
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prin care se obţine: 


320m. du doh, "y Pa, Seal Qe 
era dt + anion — 6L, 
sau 


l . ἀθεκί qas 


OE (7, o) , ifs Jas (9) e). 
01..(t, =" dt 


Lari er E Pharos td 


unde ος 7 <7 şi, conform condiției iniţiale, lim OY, ns ©) = 0. 
Deoarece aceste ultime ecuatii difer entiale au kole. 

| 0L, (f, ©) = 01,0, e) eee 
Și / 


t 


ο = aro g Mese e an, 
05.,(0, ω) h 
0 
se deduce că Os (t, ὦ) = 0L,(t, ©). O(t, ὦ) are expresia 
5 ο Es ' 
ofi; o) = | f Ty ω) πος dr. (4.86) 

Reluind funcția fa, (2,6) sub forma 

fry (7,0) = je | al E) sin ωξ d£ 

pt O - 117 i ί 
si aplicind transformata prin simus inversă 


O(t, a) = /=\ Oxs(t, o) sin ov de, 
μα Li. 
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din (4.86) rezultă soluția 


t co 


A(t, α) =2\ a: = | fl, 9 ἀξ je 7 A659 sin oz sin a£ de = 


ο΄ 


az | f iz uj. atzi) [οοδω(α —. E) - — 005 oot ἔ)] do. 


| (4.87) 
Prin intermediul integralei lui Poisson conform căreia, 


| e-*5-9 [cos ω(ω — E) — eos ω (2 + £)] do = 
J | 


pp i - 8)? _ ΕΕ a 
” T ᾿4Χίἑ--τ) aX(t—7) 
Vale RT i 


soluția (4.87) se mai serie sub forma (Iordache şi Smigelschi, 1981) 


Tua WS 


; ΄ d (z-E)3 Ὃν (z--E)t 
d e αχιι--) . e ax(t—7) 
0, 2) = are μα 5 cs ἀξ. (4.88) 
E η ὃ 


Daca pe intervalul de integrare semiinfintt 0 <a < o producti- 
vitatea medie de căldură pe unitarea de. capacitate calorică se con- 
formează unei funcţii date ü/po 65 = fAt, x) iar diferenţa de tem- 


peratura T — Te = O(t, ο) satisface condiţia inițială 6(0, α) = 
= 0 şi condiţiile la limite lim θ( 2) = 0 si lim [09(t, α)|θα] = 


| = lim [ 00(t, ο)|δαῚ =0 pentru | te 0, saat E (4.73) relu- 


atti, "sub forma (4.81) se poate integra cu ajutorul transformatei 
: Fourier prin Cosinus 


co lj ‘ 
Pact, 0) -]-- | A(t, ο) cos ox da 
ΣΝ Maes 
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cu care se obţine ecuaţia operaţională 


| 90 cos En — A -- ane COS oz dg = 
τ Oder 3d d UP Re m 
0 1 0 


co 


Y | 
: ò ; 


unde 


2 ( 9. en ed, 
EB | EN oo de =| |= di ^ 
0 


---ω | 0 cos wg ae) 


*=0 
0 


-p e (o sina 


sau, conform condiţiilor la limite, 


ποπ ο ERN Dos NT | 
a X = | da COS O2 ax = ωχ 2 | 0(t, x) COS WX daz = wy Oke 
de π 
0 0 
Şi 
OM Silt; Ὁ) cos oz do = [ας (t, e). 
0 
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Din ecuaţia operaţională, preluată sub forma ~ 
dO x0 
dt 


aj- 00°F Ox = fry (t, ©) . (4.89) 
si cu substitutia i | 
| | θέ, ὦ) = kelt, 0) - θΧ{ί, o), 
rezultă ecuaţiile | | 
tL ges sap ca ἀλλ - Y 
ke(t, ῳ) dt 
Şi 
AOE (7, o) _ Jr ©) .. 
dr 0%.(7, w) `~ 
cu 0 < t st şi cu condiţia inițială lim 0lL(«, ©) =0, pentru care 
70 : i 
se deduc soluţiile - | 
| Bt, ω) = 0140, ω) ο”, 


t 


E 9)— sr \ fay ht ὦ) CF dz 
j j 0 
si deci | 
t | 
| [ICA = legs ω) eoit- ἀν l (4.90) 
unde "m 


| j 4) aem 
| | 5 | 
PED 0) = yz | falz, §) eos œ% dă... 
Aplicind teorema de inversiune a transformatei prin cosinus 
00 
BUE -J4 \ Oy c(t, o) cos oz do 
) ALES 
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potrivit căreia 


ot, ο) = 2 


a 
otag 


dr | f, E) a£ E e-9"Xt-9 cos og cos o£ do 
VG d 


si finind seamă că 


| 2 cos wx cos wË = cos o(s — E) + cos o(s 4-6), 
iar 


ος 318 


e- or) [COR οἷο = E) ré cos Αθ +.€)] de = 


(2-22 75 (geil 


T TEE ΤΗΕ T 
BE zo Axe P g akt à 
4X(t —. τ) 


urmează că soluţia căutată este de το na Iordache și Smigelschi, 
1981) ji pa 
| 


| es » (r—Ej (uns 
| εντος dă ὁ  aXt—2 | 


= Vide κ NS df ' (91) 
962) ---Ύ- | τ ya y meg) ἂν en 


In cazul termoconductiei nestationare neconservative rectilinii 
laterale pe un interval semiinfinit 0 € ὦ < œ pe care productivi- 
tatea medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică este dată 
prin funcţia μ/ρ δ ο = 30/B2, iar diferenţa de temperatură T — 
= lcs = Ota 05) satisface condiţia iniţială 0(0, ο) — O0 şi condiţia, 
la limită 6(¢, 0) = 0, = const. pentru t > 0, ecuația (4.73) preluată 
sub forma (4.8) se poate integra prin intermediul transformatet a 
„place prin care se , găseste guy EE 


Ex x C ες us | de ? dt 
y at x p? 
0 © 0 
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unde 


e hasnt 2 dt = [ει x 29*(p, 2) — 6(0, ὦ), 


E e-P^df = zl 


020 7 d20*. 
Ox? | da? 


ong 
| ο» 
S Ὃ 


si 
y | Olt, ο) ο-”’ dt= L [0(t, α)]-- 03. 
1 j η ὦ 


Tinind seamă de condiţia iniţială 0(0, 2) — 0, ecuaţia operaţională 
se prezintă sub. forma 


1 2 d20* 
Poway (rare gi, i = (4.92) 
[o Nas (4.92 
cu condiția la limită 


6*(p, 0) = τα 0) e? dp = -2 Lot 9 Γή”. dec [1 


O | 


sau, Dene tr ransformări ii 13 din tabelul 4, 2, 


E (2, ϱ)-- TE 
ch dan c hy | n A 
Din soluţia generală a ecuaţiei. (4.92) : 


Oa, Ὁ) = ren e 2172772 + NE ec 


care ποιά si satisfacă E illa N tid a , fi finită pentru m œ : şi 
egală cu Ojo pentru x — 0, se deduce că C, ο = 
=60,/2 si deci 
ΠΝ x)= 1 9 An πετ "ze r (4.93) 
2 
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tais functiilor « imagine Xe CNV? α o ul eo τ 


corespund, potrivit transformărilor 30 şi 3 din Απ 4,2, functiile 
« original » 


ὡς τ 
eni “A cere 
2x — 9|πχι5 
şi respectiv. 
| Tis 23 χι 32 N! 
ο νο] 
Dai a 2 xz 


pentru (Vă X)» 0, urmează că funcției «imagine» 


rae 


îi corespunde, Eini integralei . originalului prezentată prin : 
transformarea 8 din: tabelul 4.9 , finetia «original» | | 


i Xt 41 
an hh (= p Tj 
=== = e j ‘ di, | 
1 2 πχδ | | 
iar soluția e, 2) = L-[0*(p, x)] se exprimă în definitiv: sub 
forma 23) | EMT iD 
bil ors) k 
A(t, a) = 0, Πρ 4.94 
(t @) = "Meg DET (4.94) 


Dacă intervalul de integrare este limitat la 0 ςσ.ς şi produc- 
tivitatea medie de căldură pe unitatea de capacitate per ică se con- 
formează unei funcţii date μ/ρορ = fAt, ο), iar diferenţa de tem- 


peratură T — Το b(t, v) satisface condiția inițială 0(0, α) —0 
şi condiţiile la limite O(t, 0) = 0(z, L) = pentru t > 0, atunci 
ecuatia (4. 13) preluată prin i^ 81) sub Torma 
AD 209 . 020 1. το 
---------Ξ----- f ta) ᾿ 4.95 
απ δι 5 J (Ft, a) (4.95) 
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se poate integra aplicind transformata Laplace 
[ος], ο ec ati) = 2 (026 2)] = 0*(9, ο 
i a 
cu care se obţine: - 
( Υπ 00 "ids 
e-2X0g(*1) = L| —— | = 20*(2, x) — 0(0, x 
τ arre αὐ", ο) = 80, ὁ, 


‘unde 0(0, æ) = 0 prin condiţia inițială, - 


PT z 2 20: 
aa e Pata) = 2 [7 9 _ 0 4 
δρ αι δα” da? 

0 1 


co 


| μαι nen PF) Ai) = L 5, 2)] 9 fA, ο). 


şi deci - 
«μα θ SN 


uc ere πο Πτα 


20% 


Pentru ecuatia operaţională (4.96) eu condiţiile la limite 6*(9; 0)= 
= 0*(2, L) —0, funcția lui Green este de forma (Ditkine si Proud- 
nikov, 1978) : ta POI 
| | sh [(Z — Ea] sh (zl) 
| Vash (LV) 


pentru v < č, 
SLEE — ο) Val ET L E” 
N | Va sh (La) LR | 
si soluţia se prezintă astfel : | 
ME: 


| files ο) Θα, a, E) az, (4.97) 


1 
0*(2, 2) = res 
My ria XE 


δ: 
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Tinind seamă, οὔ, funcției «imagine » B*(a, x, &) îi. corespunde, 
potrivit transformării 35 din tabelul 4.2 in care variabila i se sub- 
stituie prin* (0 funetia « Spiel ν΄ 


- πε) nne . ne 
sin ——— sin 


Θ(πι, 9, p Τη 


SIE 
iM: 
© 


. | 
şi că respectiv funcției ΠΝ æ) cu expresia (4.96) îi corespunde 
(Ditkine şi Proudnikov, 1978) transformata inversă 


L xi i ^ 
0 (3t, ο) — £-3[0* (o, ο) = fara =, Ea α, E) ata), 


rezulta că 


PT 
(Gta) ansa 
xb 
0 0 
[e Ea sare fi d ne » 2 1 al | 
x e sin -—— sin ———- [:d(y 7). 4.98 
£ 7 τ | az) i ) 
Prin aplicarea formulei 
M NTE bi NTE reer πα — &) Μος απ(α + &) 


L 


gi revenirea de la var sa ANI Gn la f, MEI. (4. 98) se IUD in defi- 
"mái sub for ma ! 


ý "ys p t : " Ν IET 
a(t, 9-1 fa is ZH mex 


a 


0 0: ΡΤ 
i ππ(ᾳ — &) q ni(a + &) i 4.99 
xe την προ] ὶ (4.99) 
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'"Ín cazul termoconductiei nestationare neconservative recti- 
linii verticale pe un interval limitat 0 < e < M pe care productivi- 
tatea medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică se eonfor- 
mează unei funcţii date p/p ὃς =f,{t, ο), ecuaţia (4.737) se prezintă, 
sub forma Ἢ i ; : 


bea C — fib 2). (4.100) 


Prin intermediul transformatei Fourier sau Laplace, din’ ecuatia. 
(4.100) se obtine, similar cu (4.82),.(4.85) si (4.89) sau respectiv cu 
(4.96), a ecuatie operațională neomogenă de forma 


d τὰ = Pila 
dr T«(t, ὦ) + oy P(t, o). =f- (t Q) (4.101) 
Sau 
d2 
dg? 


T* (p, 2) — p T*(g, ο) = 1:1 f*(2, 2) (4.102) 
care se dezvoltă in serie Fourier generalizată prin functiile 


Talh, 0) = Y, Ομως 9) Si f. ©) =F ca Tulb, o) (103) 


DESI n=l 


΄ 


sau 


T*(p,2)= Y, O,Ta(as2) si fla, 2)= Y, ο, Τ αρ, ο), (4.104) 
n=l 


52-1 


unde funcţiile proprii T, sau T$ si coeficienții reprezentati prin 
valorile proprii œ% sau p, satisfac -respectiv ecuaţia omogenă, 


E Palt o) + ot Tate ὦ) =0 (4.105) 
Inn 
a get ανα 
— Tia 2) — a TH; 2) =0. (4.106) 
da? 
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Ca urmare, utilizind cubplatupile 


- EO ah C Tut ω) = C,— PLE Q) — 


aol n=l 


í 
co 


τὸ Out Putt Dh 


= 


sau : 
dí s " 
vd (2 9) = 5 om 5 C. TN SI πρ, 2) = 
da? n-l n=l 
= Y, Caan Talg, 2) 
n=1 à 
si 
"T ( M e bal eg E κ ἈΝΕ. 
coy T(t, o) us ary py! C, T «t, 6) = Y C077 T «t, o). 
n=l nel 


sau. / 
Ed i 
—pT*(p, 2) = - — p Σ ο, τ» (2 juh- - y cat (o, 2) 


n=l n=l 


ecuatia (4.101) sau (4.102) devine respectiv : 


E OaE 093 Pauli, ©) = Σ ο." e) (4.107) 
n=l n=l 
sau | 
P bin: Rn) Ta (o, 2 S ZA T$ (a, 2). (4.108) . 
NN T "τι κ -> T PR: 


 Intrueit funcțiile proprii Tat, c) sau Talg, z) sînt respectiv liniar 
independente, rezultă că C (o? — ws) χ = c, sau Cale — Q4) = 
cală şi deci 


C= . (4.109) 


sau 
Cn 


κ. ....-.ᾱ (4.110 ) 
- {ατ-ρι)χ.' 


Coeficientit Fourier gener abel €, se dote Ein (Sabae, 1965) cu 
formula | 


t 
TE uc o) f. (s, ὦ) ds (4.111) 
Sau 
M i 
= | Tf*(, Oa, Ὁ - ἃς (4.112) 
) | 


Si coeficientii C, se pr ezinta respecti potrivit relației (4. 209) sau 
(4.110), cu expresia | 


t 


ΠΤ. ο), At ϱ) ἂτ (4.113) 
sau | 
i" À l M | te b! 8 : 
SLE call | T**(o, Ὁ f(a, Ὁ aL. (4114) 
(2 ~~ 23) 5 x 


cu care prima funcție din (4.103) sau (4.104) se aduce la forma 
ο ολ | Τετ, Ofe (τ; ω)ᾶτ (4.115) 
= n)X 
0 ΄ 


Sau 


M 
Ta = Y EE A TA ODA (4116) 
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Această soluţie a ecuaţiei neomogene (4.101) sau (4. 102) se mai 
„poate reţine sub forma, | 


T.(, irs ^y. (cr 0) Σ ποσα 


(a? — αχ 
Sau 
: M 
τή 2) eV Πο, t Š Pile Tia, Ὁ ας 
ὃ 1-1 κ... 
şi inca, : 
a(t, ο) =| fe) so)üs (uum 
sau $ | 
Tlp ὃ) 4r (2, dau ο νου au ja 
= ; ρα | ! Lr 


4 Im : 
unde este evidentiatá functia lui ‘Green 
| Y T wt, ey T kgn (T og 2 


= Gt; 70) - (4.119) 
nel . (o? pm On) Fine 
sau 
YS JT = (a; f. č) | (4.120) 
nel (2 = βπ)χ 
care are proprietatea 
Gb τ; o) = = Qs, t, o) un (4.121) 
sau io) games 
| ET 2, C) — Q**(o, C 2). - (4422) 


Es se ea prin conditiile la limite date. Din pete transfor- 
matei inverse rezultă că soluţia geugijii (4.100) este de tos ud 


i M 


EE M West pu νο de ial 


12 — c. 289 


‘pentru conditii initiale omogene si - 
M t al | 

TQ 2 N0 Bye, Hae ha κος ) Blt —5,2 dt 0124) 
ie CM JE ^ : 0 0 


‘pentru condiţii initiale neomogene 7(0, ο) = f(z). 


4.6. Aplicaţii 


4.6.1. În condiţiile termoconductiei rectilinii staţionare conserva- 
‘tive, să se calculeze densitatea fluxului 4ο termoconductie verticală 
printr-o succesiune de trei complexe stratiforme orizontale cu grosimi, 
de 300 m, 500 m, 700 m şi respectiv cu conductibilitáti termice de 
2,51 W/m. °K, 2,28. W/m. ^K, 1,83 W/m. °K, ştiind că temperatura 
in culeuşul complexului inferior si in acoperișul complexului supe- 
rior are valorile constante de 336°K şi respectiv de 282°K. 

Rezolvare. Prin intermediul relaţiei (4.17’) in care 
(n) = HI, M = 900 m, My = 500 m, My = 700 m, ἂν = 
zu 0E ΠΣ °K, în = 2,28 W/m-"K, σι = 1,83 W/m- °K, 
== 336K şi T, = 282°K, se” găseste că densitatea fluxului de 
‘termoconductie verticală prin succesiunea celor trei complexe τῷ 
‘tiforme orizontale are valoarea 


~ 836 — 282 E OL μελη 
d= > 300 500 το - 
Z5M' 228 ' 1,83 


4.6.2. Un dyke tabular vertical străpunge discordant o succesiune 
de strate orizontale cu grosimi de 5 m, 3m, 4 m, 6 m si respectiv cu 
conductibilitati termice de 3,0 W/m : ^K, 3,2 W/m: °K, 2,6 W|[m - °K 
şi 2,1 W[m °K. Presupunind că termoconductia laterală dinspre 
dyke este staţionară conservativă si cunoscind că pe un interval dat 
de 200 m influenta sa termică; scade de la 88. τ °K la 73,5°K, să se 
evalueze conductibilitatea termică medie a. succesiunii de strate 
ȘI densitatea fluxului de termoconductie prin această succesiune. 

“Rezolvare. Potrivit formulei (4.24) in care (n) = IV, M,— 
== 5m, M,=3m, My=—4m, M,,—6m, x,—3,0 Wim: K, 7E 


178 


=3,2 Wim °K, X4,—2,6 W/m:^K, Zy—21 W[m-^K si M = 
= Ma My + Mmt MES m, se: evaluează mai intii rien 
bilitatea termică medie. 


Ž mea] = ποιος σα 9 „64444 — ru 


Aplicind apoi formula (4.23’) preluată sub forma 
d H Tvs Ty 2 0, — 0, 
SEE 4) 


mlaz etj [irre = % medi] 5 
unde 0, —88,7K si 0,=73,5°K, rezultă οὔ. 
|! getea dya BET 19:9. uno Gags as. 
200 m? 


4.6. 3. Tatr- -0: sondă prin care se inv estighează un corp granodioritic 
omogen cu conductibilitate termică de 2,5 W [m - °K si cu productivi- 
tate medie de căldură, datorită surselor interioare uniform distribuită 
pe verticală, temperatura la adincimea. de 0. m, 2000 m si 6000 m 
este respectiv de 282°K, 362K şi 460*K. Să se calculeze productivi- 
tatea medie presupusă constantă de căldură. a, unităţii de volum, 
temperatura la adîncimea de 4 000 m si densitatea fluxului de termo- 
conductie verticală la adîncimea de ὁ 000. m; 3 000 m si 0 m. 

Rezolvare. Se consideră. că axa verticală Oz are originea 
la adincimea de 6 000 m şi deci că M —6 000 m, T, = 460°K şi 
Ty == 282°K, astfel încît, „potir ivit formulei (4.94) în care 2 — 6 000 — 
— 2.000 = 4 000 m si T = 362°K, se. obţine pentru Ῥεράρομμής 
tatea medie de căldură a unităţii: de volu m valoarea, a 


ο] 460 — 282° © 17:862—460 “Ἰ.. 
[ (i 5000(6 000 — 4 009) 4 000(6 000 — £000) | - 
= 1,29167 - 10-5 A. 

m 


Aplicind formula (4.35' pentru z=6 000 — 4000 --9 000 m, se 
με că temper atura la adîncimea de 000 m are valoarea 


T= 5j th 2 000 
6 000 


(460 — 282) 4 


19460. 10-5 


2 000(6 000 — 2 000) = 421,33339 °K. 
22.0 Β » 
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La adineimea de 6 000 πι, 3 000 m şi 0 m corespunzătoare cotei 
relative z de 0 m, 3000 m și 6 000 m, densitatea fluxului de termo- 
conductie verticală se evaluează, conform οτι (4.31^), (4.32’) şi (4.33’), 
astfel : 


95 


i. (460—282) — 129167 107" 6 000 = 0.09542 —., 
6 000 πες, degens BG A m 
d, = 25 (460 — 282) — 1,29167 - 10-5 e - 3 000) = 
6 000 | 2 
: i > T 
— 0,07417 A 
m. me 
şi Ti 
2 AAE E nca IV 
Gar = 22+ (460—282) 4.129107 1075/6 000 = 011909 A. 
) 61000. i. = ' rmo; 


4.6.4. In conditiile termoconductiei nestationare conservative: recti- 
linii laterale dintr-o dyke tabular vertical într-un strat orizontal 
omogen şi izotrop presupus semiinfinit în care temperatura este 
inițial constantă şi ulterior variabilă dinspre dyke unde se întreţine 
ο creștere a temperaturii de 800°K spre infinit unde se menţine o 
creștere nulă a temperaturii, după 2 ani de la începerea încălzirii 
laterale a stratului la distanţa de 10 m faţă dyke se înregistrează 
o valoare a creşterii temperaturii de 316,88°K. Sá se determine coefi- 
cientul de difuzivitate termică, distanța faţă de dyke la care creşterea 
temperaturii are valoarea. de 162,48°K după 2 ani de la începerea 
încălzirii laterale a stratului şi timpul necesar pentru ca la această 
distanţă creşterea temperaturii să atingă valoarea de 316,88°K. - 

Rezolvare. Prin intermediul soluţiei (4.65) reluate sub 
forma el 


eric PEE 
| πρι 8 
cu » = 10 m, t = 2-365,25-86400 = 6,31152-107 s, 0, = 
= 800,00°K si 0 =316,88°K, se obţine pentru complementara, 
functiei erorilor valoarea 4 


= (2 V3 631152 - 107 800,00 . 
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Tabelul 4.3. 


Valorile uzuale ale funcției erorilor şi complementarei sale (după Tables oi Probability 
Functions, vol. I, 1941; Worthing si Geffner, 1955) 


Bh i d x x x x 
-----. [erf eríc 1 erf erfc 
2 Vă 2) χι 2 | χι 2-) τι 2V% J |. 2 VR 


———— Îi 


sn Ὁ NI mor» à al iau, BE 6 
0,00 0,0000 1,0000 0,43 ` 0,4569: h 0,5431 
0,01: 0,0113 0,9887 0,44 0,4602 0,5338 
0,02 0,0226 0,9774 0,45. 0,4755 0,5245 
0,03 0,0338 0,9662 - 0,46 0,4847 i 0,5153 
0,04 0,0451 0,9549 0,47 0,4937 ` 0,5063 
0,05 0,0564 0,9436 0,48: 0,5027 0,4973 
0,06 0,0676 . 0,9324 0,49 : 0,5117 0,4883 
0,07. 0,0789. 0,9211 0,50 0,5205 ' | 0,4795 
0,08 0,0901 0,9099 0,51 ^ 0,5292 0,4708 
0,09: 0,1013 0,8987 :0,52 0,5379 V 0,4621 
0,10; 0,1125 0,8875 0,53: 0,5465 0,4535 
0,11:. 0,1236 0,8764 "0,54 0,5549 0,4451 
0312. 0,1348 ` 0,8652 0,55. . 0,5633 0,4367 
0,13 0,1459 0,8541 0,56 . 0,5716. | . 0,4284 
0,14 0,1569 0,8431 0,57. 0,5798 i 0,4202 
0,15 . 0,1680 0,8320 ‘0,58 : 0,5879 0,4121 | 
0,16 0,1790 0,8210 0,59 0,5959 i 0,4041 | 
owy. 0,1900 : 0,8100 0,60 0,6039 : 0,3961 
0,18 . 0,2009 Ἢ 0,7991 0,61 0,6117 0,3883 | 
0,19 . 0,2118: 0,7882 0,62 0,6194 0,3806 
0,20 . 0,2227 . : 070273 0,63 0,6270 0,3730 
0,21: 0,2335 . 0,7665 0,64 0,6346 0,3654 
0,22: 0,2443. 0,7557 0,65 : 0,6420 0,3580 
0,25: : 0,2550 : 0,7450 0,66 0,6494... 0,3506 
0,24 : 0,2657 0,7343 0,67. 0,6566 . 0,3434 
0,25 . 10,27094 0,7237 0,68 0,6638: 0,3362 
0,26 0,2869 : 0,7131 | 0,69 0,6708 0,3292 
0,27 0,2974 : 0,7026 0,70 :: 0,6778 0,3222 
0,28 0,3079 0,6921 0,71 : 0,6847 0,3153 
0,29 . 0,3183 0,6817 ‘0,72 0;6914 0,3086 
0,30 0,3286 . 0,6714 0,73. 0,6981 0,3019 
0,31. 0,3389 .. 0,6611 . 0,74 0, 7047 © 0, 2953 
0,32 0,3491 0,6509 0,75:. 0,7112 . 0, 2888 
0,33 0,3593 0,6407 0,76:: 0,7175 0,2825 
0,34 | 0,3694 0,6306 0:77. 0,7238 l 0,2762 
0,35 0,3794 0,6206 0,78 0,7300: 0,2700 
0,36 0,3893 . 0 6107 0,79 0,7361 i 0, 2639 
0,37. 0,3992 0,6008 0,80: 0,7421 : 0,2579 
0,38 | 0,4090 0,5910 0,81 0,7480: 0,2520 
0,39 . 0,4187 0,5813 0,82 0,7538: 0,2462 
0,40 0,4284 0,5716 0,83 . 0,7595 0,2405 
0,41 | 0,4380 0,5620 0,84 0,7651 . 0,2349 
0,42 : 0,4475 0,5525 | .0,85 0,7707 0,2293 
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MER κα κα κα κα μὰ πὰ μὰ κα κα κὰ κὰ κὰ πὲ κ κακασρσ σσ σσ σσσίσ σος ς 
TEE S em EL iS M τ bes Se os ο μμ o 
HERE Ee RR FA CO CO C CO C C QC C QO O (o to (o to to (o «2 co τῷ DMM 

90 *1 CO» Or Qo l0 f C 5 06 X1 O Ori ΟΦ c6 066 10 OR OG t6 O o 0-9, 


(continuare tabel 4.3). 


Zip: | i d s | 4 | qaid | 6 
πμ Μπ αμ μμ ΕΕ κ E C D DA los rw παω O 
"07716 “052239 | 1,35 0, 9438. 0, 0562 
0, 7814 0,2186. | 1364 | | 10,9456 1 ` 0,0544 
0,7867 - 0,2133 | 1537) 0,9473 - 0,0527 
0,7918 0,2082 |. 1,38 ' 0,9490 - 0,0510 
i 0,7969 0,2031. 1,39 ' 0,9507. 0,0493 
0,8019 0,1981 | 1,40 0,9523 0,0477 
0,8068 |. 0,1932 1,41 0,9539 ` 0,0461 
0,8116. "0,1884 | 1,42. 0,9554 ^ 0,0446 
. 0,8163: | - 0,1837 | 1,43, 0,9569 0,0431 
' 0,8209 . 0,1791 | 1,44 : 0, 9583. „0,0417 
0,8254 0,1746 | 1,45. 0,9597 — 0,0403 
0,8299 > 0,1701 1,46 0,9611 ` 0,0389 
0,8342 0,1658 1,47 0,9624 0,0376: 
0,8385 0,1615 | 1,48 . 0,9637 0,0363 
0,8427 |. 0,1573 1,49 + 0,9649 0,0351 
0,8468 0,1532 1,50. 0,9661 0,0339 
0,8508 0,1492 1,51 0,9673. | , -0,0327 
0,8548 0,1452 | 1,52. 0, 9684 0,0316 
0,8586 - 01414 | 13" 0,9695 ' 0,0305 
0,8624 0, 1276 1,54 0,9706 0,0294 
0,8661 0,1339 1,55 0,9716 : 0,0284 
0,8698 1 0,1302 | 1,56 0,9726. | : 0,0274 
0,8733 0,1267 1,57 6 0,9736 «0,0264 
0,8768 ' 0,1232 1,58 . 0,9745 0,0255. 
0,8802 0,1198 1,59. 0,9755. 0,0245 
0,8835 - 0,1165 | 1,60 0,9763 0,0237 ` 
0,8868 0,1132 | 1,61 ` | 0,9772: 0,0228 
0,8900 0,1100 | 1,62 0,9780 0,0220: 
0,8931: 0,1069 1,63 0,9788 0,0212: 
„0,8961 0,1039 1,64 0,9796 0,0204 
0,8991 0,1009 | 1,65 0,9804. 0,0196: 
0,9020 ` 0,0980 | 1,66 > 0,9811 0,0189 
0,9048 0,0952 1,07: 0,9818 - 0,0182: 
0,9076: 0,0924 | 1,68 0,9825 0,0175 
0,9103 : 0,0897 | 1,69 0,9832 „0,0168 
0,9130 . 0,0870 i 1,70 - 0,9838. `| 0,0162 
0,9155. 0,0845 | 1,71 0,9844: |: 0,0156 
0,9181 0,0819 1520 0,9850: 0,0150- 
0,9205 ; 0,0795 - 1,78. 0,9856 ` 0,0144 
0,9229 - 0,0771 1,74. 0,9861: | 0,0139 
0,9252 0,0748 904275: 0,9867 . 0,0133 
0,9275 - 0,0725 1,76 0,9872 0,0128 
0,9297 . 0,0703 1,77 0,9877: 0,0123: 
0,9319 ` 0;0681 1,78 0,9882 |! 0,0118 
0,9340 0,0660 1,79 : 0, 9886 ` 0,0114 
0,9361 0,0639 1,80 ` 0,9891 : 0,0109 
0,9381 ` 0,0619 1,81 0,9895 "0,0105 
0,9400 - 0;0600 | 1,82 0,9899 0,0101 
0,9419. ! 0,0581 1,83 0,9903. 0,0097 
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(continuare tabel 4.3) 


1,84 0,9907 0,0093 1,98 0,9949 0,0051 
1,85 0,9911 0,0089 1,99 - 0,9951 0,0049 

if ga 0,9915 0,0085 «12,00 . 0,9953 0,0047 
1,87 0,9918 . 0,0082 2,10 0,9970 0,0030 
1,88 | 0,9922 0,0078 2,20 0,9981 . 0,0019 
1,89 0,9925 0,0075 - 2,30 0,9989: | 0,0011 
1,90 0, 9998... 0,0072 | . 2,40 ` 0,9993 |. 0,0007 
1,91 0,9931 0,0069 2,50 0,9996 |. 0,0004 
1,92 0,9934 |. 0,0066 2,60 0,9998 0,0002 
1,93 0,9937 0,0063 "i 0,9999 0,0001 
1,94 - 0,9939 0,0061 52,80 0,9999 0,0001 
1,95 0,9942 ` 0,0058 2,90 0,99995 |. 0,00005 
1,96 .0,9944 | 0,0000 | ο. |. 1,00000. | `0,00000 
1,97 0,9947 0,0053 .— |. 


căreia îi corespunde, potrivit tabelului 4.3, un argument cu valoarea 


- 10 


2y2-:6,31152-107. . ’ 
de unde se güseste cá 
7 = 1,10028- 10- πια 
S 


Recurgind la aceeaşi soluţie (4.65) aplicată, pentru 7 = 1,10028 -107° 
m2/s, t = 6,31152-107s, 0, =800,00°K si 6 = 162,48°K, sub 
forma 


` ^ ος ` 
erfe (a Ti) = DA = 0,2031, 
2 1,10028 - 10-6.6,31152- 107 800,00 
se deduce, potrivit tabelului 4.3, cá 
d — 0,90 


2 {110038 - 10-9. 6,31152 - 107 
şi deci 
| vm 15 m. 
Din aceeaşi. soluţie (4.65) reluată, pentru ὦ = 15 m, X = 
= 1,10028 10-65 m?/s, 0, =800,00°K şi 0 mae sub forma 
aid | 15 )- 316,88. 
erf 


2[//1,10028-10-* - 4 800, 00. 
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rezultă că, 

2 1410028. 10-5 t 

$i [ ΚΗ οκ | 
(= 1,420093 51085 ~ 4,5 ani. 


4.6.5. Un dyke. este delimitat printr-un plan ‘vertical fată de o 
rocă omogenă cu conductibilitate termică de 2,8 W/m-°K si difuzi- 
vitate termică de 1 21 «1075 m?/s. La adîncimea 'de:700 m într-o: 
lucrare minieră, situată la, 100 m de dyke se înregistrează, în curs de 
un secol, o creştere a temperaturii de la 310 ad la 315,88 K.. Sá se 
caleuleze densitatea presupusă constantă a fluxului: de termocon- 
ductie prin planul vertical care delimitează acest dyke. 
Rezo n vare. Potrivit formulei (4. T erty sub forma 


re ΠΣ; 
HE yo E: ‘pe ete τας }}᾽ 
π We AN 21 


% = 2,8 Wim: °K, % —1,21:10-5 m2/s, t= 100+ 365,25 +86 400 = 
= 3,15576 -10°s, «=100 m si ud a) = 315,88 — 310,00 — 5,88°K, 
rezultă c 


in care 


35-15 Wm? 
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«Neiizicianului îi vine greu să creadă că legile 
obişnuite ale fizicii, pe care le consideră proto- 
tipul precizici inviolabile, trebuie să se bazeze 
“pe tendinţa materiei de a trece in dezordine. 
` Principiul general implicat aici este celebra 
lege a doua a termodinamicii (principiul entro- 
piei) si fundamentul ei statistic, la fel de celebru» 


ERWIN SCHRODINGER 


_.5. Termoconductia radial-planá 


5.1. Ecuațiile fundamentale 
he i 


| 
| 


| 


Tn coordonate cilindrice (fig. 5.1), ecuaţia lui Fourier (3.37) 
se prezintă cu termenul div (— Z grad T) seris sub forma 


div(— % grad T) ΚΈΣ L xr e + 
r Or | prd 


Dele de Va niens et η 
ταἳ 72 Qo die Ain 


adică 
SEN ΝΟ (2522) 


mr Gori AyrA 
te ως ος athe, 
. Qr "rr ια 4 


unde coeficienții ρ6ρ, si œ sint, in general, dependenţi -de timp, 
de coordonatele 7, ro, z şi de temperatura T (Birch si Clark, 1940). 
. In cazul pătrunderii magmei printr-un cos subvuleanie sau 
vuleanie (de exemplu, la formarea unui neck), termoconductia este 
vd “orientată, cel putin provizoriu si 
local, perpendicular pe cos, dinspre 
magmă spre rocile înconjurătoare. Ra- 
portind această termoconductie ra~ 
dial-divergentà la un sistem de co- 
ordonate cilindrice (Uzdalev, 1967 ; 
Novatkii, 1975 ; Prusov, 1978) a cărui 
axă Oz coincide cu axa coşului sub- 
vulcanic sau vulcanic si presupunind 
că temperatura 7 depinde numai de 
timp si de coordonata r, deci 27/09 = 
—0 şi dT/oz —0, ecuaţia (5.1) se 
reduce la forma 


Fig. 5.1. Schema de principiu a siste- 
mului de coordonate cilindrice 


ee. 9.1} 1i ð nw EO d 
02---- +— — {| — žr =— ] =ult r, T o2 
d Ἵ-- et 5] üt, T) (5.2) 
in care. 
πρ 75. — inre E 
= ---- =p ορ IUT) qr (5.3) 
or | 


reprezintă, conform legii lui Fourier (3.20), densitatea fluxului 
(fluxul unitar) de termoconductie radial-pland. „i 

În cazul termoconductiei radial-plane neconservative într-un 
strat de conductibilitate termică ridicată Z, difuzivitate ter- 
mică y = ΙΡ ὄρ, grosime M si temperatură T — T (tr) cu 
s T(t, r) = lim T (t, r) = To mărginit dedesubt printr-un strat de 
"90 - 


73099 
conductibilitate termică redusă %,,;, difuzivitate termică 7,,,— 7,7] 
KE Cz)ins, grosime My si temperatura T;,; pe suprafaţa sa inferioară, 
iar deasupra- printr-un alt strat de conductibilitate termică redusă - 
Zsup, dituzivitate termică sup = X,,,/(9 Cp) sup) grosime M,up si tempera- 
tură Τρ pe fata sa superioară (fig. 5.2), fluxul elementar de căldură 
& dV corespunzător productivităţii medii a unei prisme drepte 
de volum dV = Mdr(rd¢) este reprezentat, potrivit legii lui 
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Fourier, de fluxul de căldură 


[~ Xing T ἘΞ Tin) Ming \dr (rdọ) FiF [ς- %oup( T = Tuy) | Muy ir (7 de) 


2d νας 
| tem A "ue 77 


ES 
+ 
E 
T 
+ 
+ 
+ 


| 


Fig. 5.2. Termoconductia nestationará radial-plană într-un strat de conductibilitate: 
termică ridicată mărginit dedesubt si deasupra prin cite un strat de ο die 
: termică dde 


inf 


| 
rezultat din insumarea fluxurilor elementare prin | bazele de arie: 
dr(r de) ale. Een ap adică j j 
a nego) --- 


inf 


LMrdrdo = -ᾱ hing 


1 Asti Fe Των rdrd 9 | 


4 sup 
şi deci 
ză 1 ~ T — T ing κ: F Tsup 
= AN 5. R ee ee 5.4y 
κ xi "LECT ui M, ) (Gt) 


Dacă temperaturile Tins si Tsup se menţin constante si egale cu To, 
atunci termenul UL. are expresia (4.4) 


i à cx d à EN 
Mar MAE M 
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iar ecuaţia (5.2) particularizată pentru  OX[Or = 0 şi preluată 
eu notatiile 


ea Ec 
e 6ρ 
Şi. τ T 
ο zM ă NS 
Xing Ysup Mai 
Mins M a 
se scrie sub forma "A 
Το) Goh Τὸ 
χ ôt r Or or n? 
Sau 
| LOT :19Τ of P qas ce 
SS es Qa a (5.5) 
yal Οἱ f» Or Or? B? 
Presupunind că temperatura Tæ se menţine constantă, sau, mai 


general, satisface ecuaţia omogenă (Lawton et al., 1980) 


DITAN (Tg oT?! 


şi notind diferența de temperatură ΝΕ prin 0, 


s ecuatia (5.5) 
se retine astfel: i 


----- ------ ---- — — — sote ar es iam : 5.6 
NY at r.Or lone B?M 


Dacă temperaturile Tins şi Tsup se menţin egale cu T — 6 si deci se 
márese prin propagarea căldurii, potrivit principiului al doilea al 
termodinamicii, în sensul diminuării diferenţei de temperatură T — 
— Ping =T ~- Tsup =0 (t, r) astfel încît 'unei variaţii [—00(t, 7)/ 
|0{]. dz a diferenței de temperatură O(t, r) la un moment = ante- 
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rior momentului tii corespunde cu intirzierea (t — τ) o variaţie. 


x τ -C> ol : oO(t, 7) 1 
LOANS Joni dz + emu mat) — -— qe 
X inf ôt τ ot τ 


ἜΣ 


T spojis a πα [207 DJa 7 
χιπ Χειρ ôt τ 


datorita transmisiei elementare de căldură prin culeusul si acoperișul 
stratului Dd principal, unde 
A 
o 
ων s) e t= ay tee 


D(A) 


reprezintă ο y familie: de funcții cu parametrii A și e obţinute prin: 
derivarea integralelor (funcțiilor) euleriene de speta a doua incomplete 
(legile Gamma denumite şi legile lui Pearson de tipul al treilea, leg voen 
Tui Erlang ete.) în care 


TO) = Jean e TE) a(t — τὴ 
| d 0 


este funcția lui Euler de speța a doua cu  — 0, atunci termenul μ. 
la momentul { se exprimă, pentru A ¥ 1, sub forma generalá 


λ | | 
ᾷ di: -} (= *inf τα Ze) ω i La pales (Gee ayy -1 Poe il dz (5.7) 

` Ying sup Γ(λ) | 
sau, pentru A =1 şi implicit Τ(λ) —41, sub forma particulară 


be dm | 
ᾷ == Piir t aa ier E e-t- dz. (5.8) 
; Lint Sean δί τ i 


Presupunind că temperaturile Tins $i T,,, satisfac ecuaţia omogenă, 


oT 1 2 (- 532) 
OU Ὃν ðr 


P €; 


ior 


PECE C A (* ed eius depo o o des) ΔΝΤ 
| ôr ar JL 


şi tinînd seamă de relația (3.19) potrivit căreia β ὄρ = X[y precum 
şi de relatiile (5.7) si (5.8), ecuația (5.2) poate fi pr eluată, cu notația 
T — Timp = T — T pup = © (t, 2 astfel : 


e z DAR | 
LE d (2+ ges G) | Jm (t εἶν. ar -T dips de | (5.9) 
Nias: ' Zsup bes A) τ ; aam. 


$i respectiv 


t μα 
κας. ied. ya MT) c-ai de. .,, (5.10) 
Xing Xsup 4 ôt Jz / 


Er. ài jor =0, ecuaţiile (5. 9) si (5. 10) se fign ἘΝ ES 
intermediul notatiei | 


/ ^. 
/ * 


Ying Ll Zsup E (5.11) 
Xing Yn» 
sub formele 
. D 
icta 00. 1 20 δ — a ES AG) ( Lum τ)λ-1 ϱ-ω/-τ) dt 
τ x 


X ôN r or oO! y ΤΩ 
| | | (5.12) 
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a 3 "Tm 
100 100 2020 1 | i 
P Ἐπ) e-9U-9 dz, ' (5.18) 


— ee — ——À — 


0 - 


5.2. Termoconduetia staţionară conservativă 


În vecinătatea unui. neck. activ, termoconduetia radial-plană 
se poate presupune, cel putin temporar si local, ca fiind staţionară, 
conservativa, dacă prin condiţiile 97/0t =0 si & =O sau numai 
prin condiţia 56; 0T/dt =ğ ecuaţia, (5.2) se reduce, pentru dT = 
—(0T|or)dr şi dz =(0%/ér) dr, la forma ^`- 


1 , 
ane T "ii (5.14) 


in care densitatea fluxului de termoconductie 


depinde de distanţa r față de axa neckului. Particularizind pentru 
termoconductia axial-simetrie cu fluxul Q = const. într-un strat 
omogen si izotrop de grosime uniformă M (fig. 5.3) şi. exprimind 
densitatea g, a fluxului de termoconductie prin raportul dintre 
fluxul Q si aria secţiunii sale de front 27r M, se obţine ecuaţia 


„d [ὁ 
dr 2πτ M 
sau 
qum e ZU 
2πκΗ r 


din a cărei integrare, mai intii între marginea neckului unde pentru . 
” =T, corespunde T — T, şi o secţiune de front oarecare situată 
fata de axa neckului la distanta 7 unde temperatura este T sau intre 
această secţiune si marginea domeniului, de influență unde pentru 
r = R corespunde T = Το = const., iar apoi între 7, şi R sau între 
Φ =" unde T=T, sir =r; unde: T = T4, rezultă respectiv 


193 


formulele ecuaţiei de variaţie a temperaturii 


p ES. dde 9 mns (5.16) 
ΕΝ TS 2«xxM pr 


IIIA. 


"uniformi : ap 
1 


$i fluxului de termoconductie 


/ . ^ 
2AM (Ly — T) — '2nxMQD— T.) 


Q = ; 
i In £ 
^j r 
| 9nXM(T, — T.) ; =) 
PELIS eta Sim A ale (5.17) 
In — -ι In 72 
Το A 


Prin intermediul notaţiilor 


MĂ P5220), T — Ta soy Di Ty = 9, ; T) — Py = 0; 
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precum şi al relaţiilor evidente.- T | 
Dy τα T3 (πι πω = esp oly 
Τι — La —(T,— Το) —(T4— Te), = 0, — 05 

formulele (5.17) mai pot fi scrise astfel : 


p ee a eae 


In — M 
Ts r 
Ai 2xxM 0, " 35M, — ον) j (5.18) 
. -R Ta : 
in) In — : 


Potrivit formulelor (5.18) există egalititile 


Q 0, LE 0, — 0, 
dau Delito: Footie aN pE ANT 
ut în D τη 

| γι d γι 


din care se deduce că » 


Ing = S pun) PO yim 


ROTE 
0,Inr, — In) + (0, — θε) In ra 
p 0, "ndi 0, 
şi deci 
hk criam (5.19) 
Că 8, en 1 


unde A reprezintă raza de influentă termică a neckului. i 
In eazul termoconductiei axial-simetrice cu fluxul Q. = const. 
într-un strat de grosime uniformă care însă prezintă variaţii discon- 
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tinue de conductibilitate termică . după suprafeţe cilindrice dispuse 
simetric fatá de axa neckului (fig. 5.4, a) sau după plane paralele 
cu feţele stratului (fig..5.4, b), adică similar cu (4.14) sau (4.14’), 


E = const. pentru ^ & r < Tyn 


ză să X COn pentru. Lyn € T gm 
css 


May. == CONSE T DESDE ruj Ἂν Ta 


sau 
X; — const. pentru z, <2 «2g — 2, + My 
| X4 =const. pentru Zyn =% +M Se « Zi e μι. 


LI 


my = const. pentru Zu yj = % H M +... + TM p= 


=z — Ma X2 


ecuatia (5.15) poate fi reluata respectiv sub formele 


--2π «M ο) = — 2xxgjM = =... 
dr Ji GI) ve ey es) 
=- DS QUE ( e = Q = const. (5.20) 
(1) 


Sau 


Eg (- 9n Mur 3 =Q = const. (5.21) 
dr : 


Din integrarea ecuațiilor (5.20) rezultă că pentru temperatura pe 
suprafeţele cilindrice- de contact a două porţiuni succesive de 
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ΠΕ - b 
2 Ti ~ Tinn- Hu (ail? 


M: i 
B i^ j "Mp δη 


on ween cni 


Fig. 5.4. _Termoconducfia axial-simetrică într-un strat cu grosime uniformá care prezintă 
variații discontinue de adnductbilitate- termicá : t 


a — după supzatete cilindrice dispuse simetric față de.axa neckului; 5 — după plane deis cu fetele stratului 4 


conductibilitate termică diferită, se dispune de formulele 


Wi ceia a Q Tin 
Tim TH 2. ariz- E In => 
2x X M. Ti: 
| : Q : S Tome 
Tum = Tyn > TA În — = 
2zx4M Tina 


EN Q [zm : mgt = im taan), 


2x M Vx Ty. *g a 


Tin —3)/() 


i Q E în Pr pl In ^uam y Tue 


27M X4 Ty Ἆπ Ty 
μας E : 
a In: (5.22) 
* (n) Τω-/ω 


de unde se deduce οὔ, fluxul global de termoconducție axial- simetrică 
are expresia 


doo WT - 9x M(T, — - 2s) (5.23) 
T utat ΕΗ 7» 
κι ‘ 71 : Zur Tyu Xn) Jii -3/() 


asemánátoare cu ultima expresie din (5.17) prin intermediul relatiei 


Ta 
"n i γι è wl EE E 
O aces MAE ne e MM 
uo II I/U a 
= In: i ij cd sc În —— Ix shit- = In Fa 
XY D An J'y T (n) Pin=Dn) 
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Revenind la ecuatia (5.21) în care. 


—2 i Mr a=) a= const, 


4 dT | j 
nial ο 7] Tex di x D — const 9 

ie | d 
Bn "Li | . . “ . ο . . . . e. . . 

ση 

ος, Y 

> HH, "ap , 

Jj ui i — ră Mayr — di = ος αἱ — copa (5.25) 

f Vd 


reprezintă fluxurile de termoconduetie axial-simetricá aferente celor 
- (n) Subdomenii suprapuse de conductibilitate termică diferită, 
dacă se; integrează (5.25) mai întîi intre'r, $i r sau între r și Pa, iar 


apoi! între ^, Şi Ta atunci se obti in pentru va riatiile de dies nd ă 
ecuațiile 


i 5 
H r T 
| ο ο tory me, 
i Qr%,M, a A 2x2 M, r 
MT | 
| g fe r 
Er M, 75 j 1 "TS Cn [ Wie ποσα T J du In # 
Am n NA SE 27 Mur r 
E AE νο τι Pap OAS A PY 
1 .9 M o x 34 Ly 
Di Men n o Then M (ay ý | 


iar pentru’ Hust formulele 


καν 2 FM (In — T). 


i nan 
Q _ 2%) My (Ta — Το) 
" In T2 | 
i 


M : Ta 
/ Ty 


Qu = 


Potrivit cu (5.21) şi (5.25), suma fluxurilor parțiale QQ». -- Qu 
este egală cu fluxul total de termoconductie axial-simetrică 


Ge: νι ος = 


i in Ν᾽ (5.28) 
Τι 


f 


acărui expresie se aseamănă cu ultima expresie din (5.17) prin inter- 
mediul relației de aceeaşi formă cu (4.24): ^. 
- = Zl M, Ea ZgMg αν... ot Xem M em 
tă τὰ τι του ιν ντ 
` M 


5.9. Termoconduetia staţionară neconservativă 


_ Daca, în vecinătatea unui neck, cîmpul de temperatură se 
menţine staționar, sau cel putin, cvasistationar şi productivitatea 
medie de căldură a'-unităţii de volum depinde- numai de coordonata 
cilindrică r şi de temperatură, atunci ecuaţia (5.2) se particulari- 
zează, pentru dT =(dT/édr)dr, sub forma 


Livd ( ο aT 
dr 


A ie a(n, T) (5.29) 


corespunzătoare termoconductiei radial-plane staţionare neconser- 
vative al cărei flux are densitatea prezentată prin expresia (5.3) 
preluată cu condiţia, A3 
. ~ aT . - - 4 m 
lim(— pi = = lim d, — 6$, (5.30) 


TT 1 Τ-Τρ 
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unde 7, este distanța dintre axa si marginea neckului. Pentru termo- - 
conduetia axial- simetrică cu fluxul 9 — const. într-un strat de 
grosime M =const., conductibilitate termică ^x = const. si pro- 
ductivitate medie de căldură a unităţii de volum & = const., ecuaţia 
(5.29) si condi; ia la limită (5.30) devin respectiv : 


ον ; ru - t. (5.31) 
r dr dr x VT 
si 
im ( — A ET (5.32) 
1> dr] 2n%M 


si integrind de la r la r si respectiv de t Ω(2π«Μ) la — rd Tar, 
rezultă, că, | 


ο 3109 ee? 

nf. ΕΞ. = — (Po ---ῃ 

dr] 2 Re M πα zm) 

si deci 
h^ ~ οἷ: o E 

af =r eA = bi) — ase nde (5.33 
= acd tipos 6 9) 
unde lim T(r) = Ty lim T(r) = Τη an To) STIS lim 7 (0) = T, 


TT. 

pentru rg sr < Esi re Ei ros P „Dia integrarea ecuaţiei (5.33) 
mai întîi ors ToNGl 7 sau între r $i R, iar apoi între rẹ si R sau 
între r, si 72) 80 obţin formulele ecuaţiei de variaţie a temperaturii 


1 P m eat i 
To — zl ür) In ray E Με |= 


! de 0 


M 
I 


Amp pee 2 in) m= a (Bt — ul (5.34) - 


201 


şi fluxuiui de termoconductie 


A(T — Το) — E (R? — r?) 


-o In — i | 
Y 
DAY πι PU m 
== mui "— L— gr | = 
CU 
In — 
ὙΠ 
2z(T, — Τι) =< (ri — ο) 
—zM -`A + gos. |. (5.35) 
Ta ; 
In — 
Ti 


Dacă termoconductia radial-planá staționară neconservativi 
este datorită unui neck cu raza r suficient. de mică pentru a se 
putea presupune nulă si este caracterizată Dintr-un, factor de neconser- 
vativitate i : 


B = SIT = const. 
“inf * sup 


Ew ΠΗ 
si printr-un tix Q = const. in stratul conductiv principal de gro- 
sime JM = const. si conductibilitate termică 2 « = const., iar diferenta 
de temperatura T— To --θ depinde numai de coordonata cilin- 
drică r si deci dé = (00/ér )dr, ‘atunci ecuaţia (5.6) se reţine sub 
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forma 


awi de ΝΘ a BATRAN Og 
dr?  r dr d M 5-36) 
'sàu A s. | 
1 d (ră TE: ae 
r dr vd B2 (5.36) | 
împreună cu condiţia 
j 46 Q "P 
lim | —r——|2- a 
7-0 ( y» Snr MA (tou) 
Reluind ecuaţia (5.30) sub forma 
[Επ] Zi 1 9 | 
μι NM NEMORE να 34 ari Z. 
EPUM. brin eles ie 
un dr af A ) | 
VB ia 
ᾶ «oi an 


in Gare variabila de integrare X(rjB) satisface conditia 


lim X (5) =0 
I —0 B [ 


si integrind de la X(r/B) = 0 la X(r [B) 5 si respectiv de la — - rd. Olde: 
= das M) la —rd0/dr, se deduce că 


ae 
e Ex [13 
epog E ) 
27% M 
sau d 

^ e-X(r]B) i 

endo A 28 (T απ) 4 (5.39) 
οππ τ BJ 
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de unde, printr-o nouă integrare de la r i " oo Si respectiv de la, 
01a 0, rezultă: 
7 κι) 
fm we (S η] (5.40) 
r ΠΠ 
i 


întrucât ecuaţia (5.36) se deh nic, λα δια B = consi., cu ecuatia 
iwi Bessel modificată 


(ll ee judo T. Ga 6=0 (5.41) 
Š) αρ XB) αρ Κα 


care are soluția generală (Gray si Mathews, 1958) 


ο =0 (3) =F -) + 0K ( 
| ( r p [55 y E 
x ) ctim 3) —lim Y 28 -à i 


ν-»0 n=0% PU p AUT nn TA) Τ 


“gli r J 
oTt [B "E 2.22 
e i ü E le E s 


ο (ni) “Vont ið) ih 


i!sr|b ^ 21(87r/B)? 


ψ-»0 y=0 2 sin vx 


— i pale r) διε) eei] ac το 5): E (s A 
MI car Re v ὃν . Juno 2713 MN 5) 


ra (1) E x, (2) a tse en 
B B 


| 

| 
a |e 

Ote 

e 

~ 

B 

8 

n 

8 
EU 

E 
I~ 

bo 

| 

ζω 

_ 

[e] 

€ 
N” 

-[- 

eo 
[Cn 


Pia 
co 9 €08 | — o mas) τ 
r [7 } e- 8 e- (r/B)A i 
= \ cos | — sho Ido = ----------- da = STRE 
B 1, | 
| 0 0 


fuu. LY > 
E P die 
2 
SEE E Ἕν 
Εξω, eB ya - e (riB po 
cree dodi =| α- (7/B)cho de) — 
apo | ME uae 


-/ = ri 12 Eo ae pisi δε; δὲ m 
9γ D l 1 !87 [5 87/8): 3! 3! (87/B) 3 ¥ 


reprezintă “functiile lui Bessel modificate de ordinul zéro și speta 
întiia si respectiv a doua (Kummer, 1837; Kirchhoff, 1854; Mehler, 
1881 ; Stieltjes, 1886 ; Basset, 1888, 1889 ; ; Macdonald, 1899 ; Nichol- 
son, 1911; Watson, 1949 ; Churchill 1958; Ry si Mathews, 1958), 
-iar 

Κ΄ 
T(v +n +1) D| pr dt | T T(n n 


0 


ἔλο-ξᾶα ξ =n! 


-a 


şi 
C=lim (1 ἘΣ CA... }------ i^ = 0,5772156649... 


1-00 N 


sint respectiv functia lui Euler de speța a doua si constanta lui Euler 
urmează că soluția (5. 40) se determină prin soluția generală a ecuaţiei 
lui Bessel modificate cu condiţia ca limita funcţiei 6 = 0.(r /B) să 
se mențină finită pentru 7 > oo si cu condiţia la limită, poata; 
pottivit cu (5. 37), prin. 


lim ΓΝ oi 


B aob) | 272M 


(7/B)-+0 


205 


Impunind aceste condiţii pentru soluti ia generali a ecuaţiei lui Bessel 
οπως şi tinind scamă că .: p : 


e 


lim (2) = 00 
{r/B) +00 B h 


- lim [qim - fim l-s&(x)]-- 1, 
(σ/8) νο], Be d(r/B) (rf) +0 B B 


se deduce respectiv că C, = 0 şi C, = Q[2x zM, astfel-incit so- 
lutia (5.40) se transpune, ΠΤ forma i E 


0 = eae | 6 a 5.42 
2zzM (5) MES 
Valorile uzuale ale funcţiilor K,(r/B) si K,(7/B) = — ak ΠΠ Jà(r[B) 


numite functiile lui Bessel modificate. de speța a doua si E zero 
E penes unu sint prezentate în tabelul: 5. În 


Tabelul 5. 1 


Valorile Uum ale funcţiilor lui Bessel modificate de speța a doua si ordinele zero, Și unu 
(după Aldis, 1894) 


d 


μι» 
x 

o 
ως 
| n. 
a 


0,1 . 9, 42707 9,85384 al. 7 0,16550 0,20936 
Qa) | (1, 75270 4,77597 ` 1,8 0,14593 | 0,18262 
0,3- ‘1,37246 . 3,05599 1,9 0,12885 | 0,15966 
0,4 1,11453 2,18435 2,0 |. 0,11389 0,13987 
0,5 0, 92442 1,65644 DI d 0, 10078 0, 12275 
0,6. 077752 |. 1,830283 - 2,2. |. 0,08927" |.:: 0,10790: 
0,7 0,66052 .1,05028 . 28 0,07914. 0,09498. 
SUE. 0,56535 ` 0,86178 | 2,4 0,07022 0, 08372. 
9,9: 0,48673. |. 0,71653 | 3,5 0,06235 .| 0,07389 
à 1,0 0, 42102 0,60191- ||. + 2,6 0,05540 |: 0,06528 
1,1 0,36560 0,50976 | 2,7 0,04926 .0,05774. 
1,2 0,31851 0,43459 2,8 0,04382 '0,05111 
d 0,27825 | 0,37255 2,9 0,03901 0,04529 
1,4 0,24366 0,32084 8,0’ |. 0,03474 0,04016. 
1,5 0,21381 0,27739 ` 3,1, 0,03095 0,03563 
1,6- 3,25 0,02759 0,03164 


0,18795 0,24063 | 
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(continuare tabel 5.1) 


ai “te καλή ro {4 ντ 


-.0,ο2461 |. 0,02812 - 2.9 :0,00020 . `| ^0,00021- | 
„0,02196 0,02500 . 7,8 .-0,00018 |... 0,00019 
'0,01960 - 0,02224 7,9 0,00016 0,00017 

|; -0,01750 | 0,01979 8,0 0,00015 .|. —0,00016 : 

...0,01563 |. 0,01763.: 8,1 . 0,000132 -0,000140 
0,01397 0,01571 8,2 0,000118 -0,000126 
0,01248 0,01399 8,3 0,000107 0,000113 
0,01116 0,01248 8,4 0,000096 0,000101 
0,00998 0,01114 8,5 0,000086 0,000091 
0,00893 | :,0,00994 - -8,6 0,000078 0,000082 
0,00799 '0,00887 v. 8,7 0,000070 0,000074 
0,00715 0,00792 8,8 0,000063 0,000066 

|... 0,00640 0,00708 8,9. | 0,000057 | 0,000060 
0,00573- | 0,00633 213,0 -0,000051 | 0,000054 

: 10,00513. 5]. 0,00565 - 79,1 -0,000046 |.  .'0,000048 : 
- 0,00460 0,00506 :- 0,2 0,000041. |. 0,000043. : 
0,00412 0,00452 9,3 0,000037 |: 0,000039 
0,00369 0,00404 9,4 0,000033 0,000035 
0,00331 0,00362 9,5 0,000030 0,000032 
0,00297 0,00324 ` 9,6 0,000027 0,000028 
0, 00266 0,00290 9,7 0,000024 0,000026 
0,00238 0,00260 : 0,8 0,000022 0,000023 
0,00214 0,00233 % 9,9 0,000020 0,000021 
0,00192 0,00208 10,0 0,000018 0,000019 

` 0,00172 || 0,00187. 10,1 . 0,000016 | 0,000017 
0,00154°'}' ^0,00167 N10, 2 0,000014 ` . 0,000015 

i 0,00139: 1| -0,00150 ^| 10,3 0,000013 ‘0,000014 ` 
0,00124 || 0,00134 10,4 - 0,000012 0,000012 
0,00112 0,00120 10,5 0,000011 0,000011 
0,00100 0,00108 10,6 0,000009 0,000010 
0,00090 .0,00097 |. 10,7 : 0,000009 | 0,000009 
0,00081 0,00087. | 10,8 . | 0,000008 | 0,000008 
0,00073 0,00078: | 10,9 0,000007 0,000007 
0,00065 0, 00070 11,0 0,000006 0,000007 

Ἔν 0.00059..| ^ 0,00063 dem 1ι' 0,000006 ` .. 0,000006 . 
: 0,00053 :|: 0,00056 | 11,2 ~ 0,000005 : 0,000005 
J: -0;00047 :} .0,00051 11,3 -0,000005 | .0,000005 ` 
> 0300042: |: 0,00045 | = 11,4 + 0,000004 .0,000004 
;-0,00038 . | 0,00041 11,5 |: 0,000004 ` 0,000004 

-- 0,00034 . 0,00037 || - 11,6 |: 0,000003 |: 0,000003 
<0,00031 |‘ 0,00033 | :11,7 0,000003 .0,000003';. , . 
.0,00028 0,00030 11,8 0,000003 |: 0,000003 - 
0,00025 0,00027 11,0% 0,000002 0,000003 


0,00022 | 0,00024 |, 12,0 |: 0,000002 0, 000002 


Într-un strat conductiv principal omogen însă anizotrop, ca, 
şi într-o placă omogenă si anizotropă (Saint-Venant, 1865; Voigt, 
1886; Brilla, 1962; Savin si Grilitkii, 1968 ; Iliusin și Pobedria, 
1970; Kovalenko, 1970 ; Grilitkii si Popovici, 1971 ; Podstrigaci 
şi Koliano, 1972, 1976 ; ‘Domasov, 1975 a, 1975 b; Uzdalev, 1975; 
Prusov, 1976; Prusov Şi Savenkov, 1977 ; Prusov și Soloduha, 1971; 
Prusov si Vasilevici, 1977), termoconductia radial-planá stati ionară 
neconservativá caracterizată printr-un factor B, =B (7) nu este axial- 
simetrică, dar se poate asimila acesteia şi deci se poate utiliza 
soluția (5.42) reluată sub forma 


0 4 us d "m , (5.43) 
One M), ABJA | 


unde se introduce transmisivitatea termică echivalentă. (XJ), inva- 


riabilá cu directia in locul transmisivitatii termice (M ) variabile 
cu directia si factor wl de neconser vativitate 


M Gn, | 
B, = EWS pee (5.44) 
| Miny " Mu 


ρω] cu directia prin intermediul transmisivitatit termice (£M M 
Dacá transmisivitatea termieá a stratului conduetiv . principal va- 
riazá elipsoidal conform «ιο | 


= 2 2 Ah aie η 
ληῤοοςήφ Κυ 4. io 1 Ep: / (5.45) 
(ΜΗ), (£M), Fan | 
în care (x M), i GM ) sint valorile maximă si respectiv minimă 
ale transmisivititit termice după cele două direcţii principale de 
anizotropie, i iar o este unghiul direcţiei cu transmisivitatea  ter- 
mică (ž M), față de direcția cu transmisivitatea termică maximă 
(fig. 5.5), atunci expresia transmisivitátii termice echivalente (M de 
se deduce impunind conditia ca aria cercului de rază (XM), să fie 
a cu aria elipsei de semiaxe (%M), si (X.M),, adică z(xM) = 
z(* M), M), si deci: / i 


(x M), =C M)(XM),, : (5.46) 


208 ^ 


iar expresia transmisivitátii termice (XM), se obţine direct din. 
(5.45) : | 


(2 AD4(G AD), 


(220, 


(x M)yssin? o. +(% M) cos? o 


(11). (200), 
GEM E so 2, y pia (CM az 
A) sinto + cos | sin ΝΠ 


Fig. 5.5. Reprezentarea anizotropici 
unui strat conductiv 


5.4. Termoconduetia nestationará conservativă 


Pentru termoconductia radial-plană într-un domeniu fără surse 
interioare de căldură (ᾳ = 0), ecuaţia (5.2) se reţine sub forma 


.. 0T a (5,22) 
AC; = κατ | ng =) 
ôt Y Or |. or 

sau, potrivit cu (3.19), 
Pun Oi ji 1 18) _ ἃ oa 
y «ot r ór 
Dacă domeniul este omogen ‘si izotrop, deci 0xX/0r =0, atunci 
ecuaţia (5.48) corespunzătoare ‘termoconductiei radial-plane nesta- 


= . cen 


| 
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14 — c .289 


tionare conservative devine τ᾿ 


cM. em 
irr 25) EO. 27 (5.49). 

CHO ΟΝ ΤΟΥ; m. 
Această ecuatie cu τρ ivate parţiale poate-fi integrată- atit prin me- 
toda separării var iabilelor, eit si prin. metoda egeratioxialds a transfor- 
matei Laplace. 

În cazul termoconductiei axial-simetrice nestaticnare conserva- 
tive dinspre un. neck cu raza suficient de mică pentru a se putea 
presupune nulă, in care temperatura T = T(t, r) se prezintă la 
DE, initial’ t — 0 printr-o funcție 7(0, 7)i în intervalul 0 < r < 

< ER si la distanța .r.— E^ printr-o constanti T(t, R) = T, in 
or ice moment { > 0, pentru integrarea ecuatiei Pi 49) Ete eu 
notația T — Hi pes - (t, r) sub forma 


j i 2 
N Bert "n (5.50) 
TV 3 δὲ. Or „__Qră 


şi cu condiţiile 6(0; 2)-= f(r), f(0) =finită, R) =0 si θα, R) =0 
se poate folosi metoda separării variabilelor. Recurgind la o soluţie 
9 = θ(1, r) = C(t). Rr) care trebuie să satisfacă ecuaţia (5.50) 


4019€. SIE s AR 
7. dí 7-ür dr? 


si separind variabilele in expr esii egale cu o aceeaşi valoare accepta- 
Dilă numai ea negativă deoarece se caută. o soluţie mărginită pentru 
t > 0, "rezultă ecuaţiile eL: Ὁ 


1 ασ l d. 1 dMg 


XC di τῷ dr E dr? 


=— }? 


reprezentate. respectiv prin ecuatia diferent ială or D de unu 
intii 


Π 


ασ 
E imis E, 


2105 


dc 


--------λ7γ dt 
t : JC A 
si prin ecuația lui Bessel 
uy 
ARES mm 0 
| dr? r 
sau n 
9 PR 
Ar)? ——— Ar) -——— wr = 0. 
(ar ye TON ses S FONR 


Întrucit aceste uting două ecuații diferențiale au solutiile 


Tl 1) = 49ο ή 


si ESRB ar (Lipschitz, i A În roată, 1868, 1871; Thomson 
(Kelvin), 1890; Watson, 1949; Gray si Mathews, 1958) 


RY, 2) = CARIAN) + €40)Y$4Qo) | 


Ar \Vt2n 
NOR E [9] 
TiO) — lim d,(27) = lin y (—1) Tia αν τα FI 


id CE Pe ο 


veh τὴ 1) (nn =~ {eos (arsin ὦ) do = 
6 


| / 
in care 


n=0 
m2. 9 1 \ 
2 : AT 
= heon r Sin ω)άω -ᾱ[- aC 
DEC 4 Τ i 


i= 


d 
e 


pop nione 73) 
mue Zhor ch apia = 
A ‘ 
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E Joel Ar IU ANAE 
=1 — S 
als ΤῸ 


este funcţia lui Bessel de prima speţă si ordinul zero, iar 


Yalar) = lim Y. v) = lim BCS — 407). 
viene v0 sin yz 
2 E ðv v=0 


—_ 
“ν 


= JE 


te ΕΞ 
1 1 
γα + In) pansu E d 3 u ο μη 


este functia lui Bessel de speța a Bunk și ordinul zero numită si Joki 
dui Neumann sau. functia lui Weber de ordinul zer 0, unde | 


T(n 4-1) TP = nl Pv +n $1)= (έν ο ταξ 


0 0 


C ELE MC --- un den — nn ) j 
n 


R= 90 


reprezinta respectiv functia hu Euler de speja a doua si constanta lui 
Euler, urmează că soluţia o, rr) = Ct, A)- RG, A) se constituie 
astfel : Py. Tad 


Oli, 7, 2) = [000o ar) -- 0 oC a¥o( ar) Je“ = 
= [A(2)F,( 11) + BOY, (rj (5.51) 
Dacă se impune soluției (5.51) mai intii condiţia iniţială " (0,7) — 


= f(r) si se tine seamă că funcția f(r) trebuie să fie finită pentru r —0 
unde lim Y,(ar) = — œ si deci B =0, iar apoi. condiţia la limită 


7-0 
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FIR) =0 care implică ecuaţia J,(AR) =0 cu o infinitate de rădăcini 
(zerouri) SIXI m 


A,R =2,4048; MR =5,5201; AR = 8,0031; 
AR = 11,1915; AR = 14,9309; A,R —18,0711; 
A,R — 921,116; rg Te = 24,3525 ; yR = 27,4935; 


αἱ deci de valori proprii 


214045 5,5201° 8,6537 | 
ib See ee Ag! LE ΤΩ Δ. 
ΠΠ RO R 


«corespunzătoare soluţiilor particulare 


2m 2. 
n 


l ; Rm net -λ-κι 
Bi, 7) = fr) "ο = Ano (A,r)e 4 


Aatunei se deduce că soluţia generală are expresia 


D 


ix 


3 ; A κ 1 i 
^ 8,7) — Y, AJoQur)e. * (5.52) 
n=1 
cu coeficienții Fourier-Bessel (Carslaw, 1950 ; Tihonov, 1964: Iacob 
οὐ al., 1979) ΠῚ 7 | i l 
a Ὁ R 
coruo 
AER l 1 ia.) ` (5.53) 
| ros at 
0 


“Valorile uzuale ale funcțiilor Jo(2r) si Ύρ(λη) sînt prezentate in ta- 
Ῥοῖπ] 5.2. -i ο e tis A 
În 'cazul termocondutiei axial-simetrice nestationare conserva- 
tive eu fluxul Q- invariabil in timp dintr-un neck de rază neglijabilă 
într-un ‘strat conductiv omogen si izotrop de grosime JM uniformă, 
l Ι 
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Fabghuk 5,2 
Valorile uzuale ale funetiilor lui Besse] de ordinul zero şi spefele Intija si a doua, 
(după Manualul! inginerului, vol. 1, 1965) 
AD rr. i we 
m Won c tr) 


ar | Jo(Ar) | Σολ i 
; i > e "n | ar ο αλ @ 
0,0 +1,0000 — co 4,5. 136. 3205 — 0,1947 
0,1 4-0, 9975 = 15,5942 4,6 —0,296K, — 0, 2235: 
0,2 4-0, 9900 —1,0811 4,7 0,2693- —0,2494 : 
0,3 --0,9776 — 0,8073 TACNA Y — 0,2404 2102703 
0,4 +0,9604 | --0,6060 4,9 —0,2097 —0,2921 
0,5 +0, 9385 —0,4445 ^ 5,0. —0,1776. |. —0,3085, 
0,6 +0,9120 —0,3085 5,1 —0, 1443 — 0, 3216. 
0,7 +0, 8812 —0,1907 5,2 —0, 1103 — 0,3313. 
0,8 4-0,8463 — 0,0868 . 5,3 — 0,0758 — 0,3374, 
0,9 +0, 8075 +0,0056 "5,4 3. .—0;0412 ^|; ~0;3402, 
1,0 +0, 7652 +0,0883: 5,5 —0,0068 —0,3395, 
1,1 -+0,7196 +0, 1622 5,6 4-0,0270 — 0,3354. 
1.2 . —-0,6711 3-0, 2281 5,7 4-0,0599 --0, 3282, 
155 +0,6201 ‘| .--0,2865 "5,8 -+0;0917 . 1073474; 
1,4 +0, 5669 +0, 3379 HIS '2-0,1220 . — 0,3044 
1,5 +0,5118 +0, 3824 6,0 +0,1506 — 0,2882 
1,6 +0,4554 | +0,4204 . 6,1 ..+0,1773 11: —0;2694 
1 4-0,3980 4-0,4520 6,2 +05 2045 — 0,2483 
1,8 +0,3400 | +0,4774 6,3 +0,2238 —0,2251 
1,9 +0,2818 | +0,4968 . 6,4 4-0,2433 — 0,1999 
. 2,0 +0, 2239 +0,5104 “6:5 1-0, 2601 —0, 1732 
21 1-0, 1666 +0, 5183 6,6 +0, 2740 —0, 1452 
212 4-0,1104 --0, 5908 ` 6,7 +0,2851 —0,1162 
» 2,3 +0, 0555 +0,5181 6,8, .+0,2931 . |, —0,0864, 
P 3-0; 0025 -Η-0,5104 6,9 +0,2981 | | —0,0563; 
2,5 —0, 0484. +0,4981 7,0 +0,3001 ' 0,0259; 
2,6 —0, 0968 4-0,4813 79S 4-0,2991: 40,0042 
2 —0,1424 |.---0,4605 7,2 --0,2951 !4-0,0339* 
2.8 — 0,1850 4-0,4359 7;3 4-0,2882 ! -- 0,0628 
2,9 —0,2243. | .--0,4079 7,4 4-0,2786 : -- 0,0907; 
3,0 "—0,2601 |..--0,3769 7,5 +0, 2663 . +0,1173, 
on —0,2921 | +0,3431 296 4-0,2516 4-0,1424' 
3,2 — 0,3202 +0,3071 3.7 "--0,2346 4-0,1658 
ORG — 0,3443 4-0,2691 7,8 4-0,2154 --0,1872 
3,4 ' —0,3643 +0, 2296 ` * 7,9 +0,1944 +0,2065 
3,5 — 0,3801 +0, 1890 8,0 --0. 1717 +0, 2235 
3,6 —0,3918 +0,1477 5.1 +0,1475 |. +0,2381 
27 — 0,3992 +0,1061 82 4-0,1222 4-0,2501 
3,8: .|/.—0,4026. | +0,0645 8,3 4-0,0960. Π-0, 3595. 
3,9 — 0,4018 +0, 0234 8,4 + 0,0692 +0,2662 
4,0 — 0,3971 —0,0169 | 8,5 +0,0419 +0, 2702 
4,1 =0,3887 |: —0,0561 : 8,6: 1. 40,0146 |: +0,2715 
H ολα —0,3766 |. --0,0938΄ 8,7 50,0125. | 3-0, 2700: 
4 Pun —0,3610. | —0,1296 8,8 ..—0,0392 |, ..4-0,2659,. 
4,4 —0,3423 —0,1633 8,9 —0,0653 +0, 2592 


2» (continuare „tabel 5.3). 


ar | 1ο(λ2) | Υρίλη) — | ar | ]οίλτ) | Υρίλη) 
9,0 — 0,0903 --0,2499 12,5 --0,1469 — 0,1712 
9,1 —0,1142 +0, 2383 12,6 +0, 1626 — 0,1551 
ο. — 0,1367. +0,2245_ 12.7 +0,1766 |. 0,1375 
5g;& ΤΟΝ τὶ O57 T POT Bes ! 12,8. +0,1887 τα 187 
9:4e leo; 1768 «Ε0,1907 12,9 +0, 1988 — 0,0989 
9,5 — 0,1939 +0,1712 01370. | -+4-0,2069 : —0,0782. 
9,6 | —0,2090 +0, 1502 13,1 4-0,2129 — 0,0569 
9,7 —0,2218 4)" 420, 1279 13,2 --0,2167 /.— 0,0352 
9,8 /.— 0,2323 .--0,1045 13,3: --0,2183 :— 0,0134 
9,9 —0,2403 | +0,0804.. 13,4 --0;2477 ;4- 0, 0085 
10,0 —0,2459 | .--0,0557 13,5 .| +0,2150 |.. '--0,0301 
10,1 — 0,2490 4-0,0307 13,6 +0,2101 --0,0512 
10,2 — 0,2496 --0,0056 1997 + 0,2032 --0,0717 
10,3 — 0,2477 — 0,0193 13,8 4-0,1943 -- 0,0913. 
10,4 — 0,2434 — 0,0437 13,9 4-0,1836 --0,1099 
10,5 — 0,2306 —0,0675 | 14,0 40,1711 w-+-0,1272 
10,6 = 0,2276 — 0,0904 | 14,1 +0,1570 ‘| '+4+0,1431 
10,7 —0,2164 |. —0,1122 14,2 X ΝΟ 1414 |> £-10,1575 
10,8 —0,2032 |, —0, 1326 14,3 --0,1245 ^| © +0,1703 
10,9 * 20881 — 0,1516 14,4 4-0,1065- --0,1812. 
11,0 05 1712 — 0,1688 14,5 +0, 0875, -- 0,1903 
11,1 —0, 1528 —0,1843 IT4, 6 4-0,0679 4-0,1974 
11,2 —0,1330 |: —0,1977 |14,7 04-0,0476 -μ0, 2025 
11,3 2-0, 14/21 —0;2091 |. 14,8; --0,0271 -- 0, 2056 
11,4 — 0,0902 —0,2189.« 14,9 '--0;0064 -- 0,2065 
11,5 — 0,0677 —0,2252. |V 15,0 — 0,0142 --0,2055 
11,6 — 0,0446 — 0,2299 15,1 — 0,0346 1-0, 2093. 
1157 —0,0213 —0, 2620 15,2 —0,0544 4-0, 1912’ 
11,8 -- 0,0020 — 0,2902 15,3 — 0,0736 4-0,1902 
11,9 4-0,0250 —0,2298. |« 15,4 —0,0919 --0, 1813 
12,0 -:0,0477 „|. 12959,2352. | |= 15,5: — 0,1092 --0,1706 
1251 --0,0697 |; 50,2184. |: 15,6 Μεγ H4 
| h 15,7 —0,140 +0, 
12,2 +0,0908 Ja /— 0,2095 15,8 — 0,1533 0, 1295 
12,3 ες +0,1108 —0,1986 15,9 — 0,1650 --0,1132 
12,4 . l''--0,1296 bf —0,1858 || - 16,0 ^I: —0,1749' 4-0,0958 ` 


in care temperatura 7 = T (t, r) satisface condiţia iniţială T(0, r) = 
= To = const. pentru r 20 şi condiţiile la limite lim (—7r97/0r) = 
i 7-20 i 


= Q/2x% M = const. si lim T(t, r) = To = const. pentru t 2:0, ecuatia 


(5.49) reluată cu T — ὃν -- = 0 (t, 7) sub forma (5.50) şi cu condiţiile 
0(0, 7).=0, Jim [ —700(4; 7)/07] = QI2 ML s si = A 7) =0 poate 
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fi integrată prin intermediul transformatei Laplace 
*(o, τ). = LLO, 7)] C 7)e-? dt, 
| Pa 


intrueit toţi termenii acestei ecuaţii se prezintă ca funcţii «original» 
în raport cu variabila 1. Multiplieind ecuaţia (5.50) prin e-^ si 
integrind-o in πο cu t de la:0 la oo, adică 


pă 2 
d Mera Lm ος 5 αἱ — S ος» di ἜΤ 
EI ot p Jor M Ore 
ο: 0 
unde i 
Γ doter Poni 7 Us 
— ο 2161 —.0|——|-—250*(»5,7)—.0(0,v 
E E. ps (2, ) (0, ) 
0 T5 
r (c dt. --[ῃ. 09 
„Or | δη. dr. 
şi 


00 M NN ἽΝ. 
et at = n ut 
or? on dr? 


.0 


2 ge i de* d*9* Ej 
E ME RA dal 
sau 
ja 00 pp 00 aigne (5.54) 
dr? de NAT | T 


cu condiţiile la limite | 


| [tim (—r spera =: Q e-? dt 
eX ar} | 2r% M 
0 [ i i 


0 


| [lim 0 (î,r)].e-? dt =0 
-0 m" | 


preluate sub formele | 


lim m r d E) Q 


20 dr]. 2x% Mp 


11τᾳ, 05 (27): 2A ; 

r= 00 : i 
Ecuația operațională (5.54) este reprezentată prin ecuatia lui Bessel 
modificata 


MPa CB τόδε 1) oa 
7) aa): X4 Q(ya]lx) NE X 


cu soluţia generală 


(V2) ασ ο 
ANG l i 2 


in care I, (r Vali) οἱ Kyl/2/z) sint functiile lui Bessel modificate de 
ordinul zero $i speța intiia si respectiv a doua. Potrivit condiţiilor la 
limite: T i 


ria albus! [-CY m em * 
Taz) ao 2) α(ρ/2) 2nă Mp 


Se ee A > RR ALI 


se deduce că C, =0 şi 0, =Q Jon Mp), deoarece” 


| lim I, (la) — o 
"(rY Mx) pă 


(Vz | 1η Tees | 
ss een 


În consecinţă, soluţia ecuaţiei operaționale (5.54) se reţine sub forma. 
functiei «imagine » 


"Și respectiv 


4 1 


"d T Roa ii (+) n TT n (js ]: po 


căreia, îi δα o transformrii 40 din tabelul 4:2, funcția 
«original» 


i t 4 - 00 | 
, — 72/47 ] T] 
RN QU M As DAS) £ drei ie dh (5.56) 
4% M t dzz M. u 
Ὁ; “ee atti ih 


analogă soluţiei pentru « curgerea, e A Ap me) conservativă axial- 
simetrică sub presiune spre: un put perfect intr-un strat acvifer 
omogen şi izotrop eu grosime uniformă si orizontal (Theis, 1935). 
Functia exponentiald integrală 


οο 


| P M as Bia 


[74 
a rtsayt 
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poate fi evaluată (vezi tabelul 5.3) prin dezvoltarea 
p= Si js =| fee Și Pii da. EI 7o” 


ahhg a EE jute 


tL n=l n! 8:5 τι A T 


unde- 


— lim. [n wt: je (= rer eh ee 


EP nes f db 


reprezintă constanta lui Euler (Rothe, 949); astfel incit solutia (5 56) 
- 50 mai „prezintă subs forma 


Que n πώ i hue Me S tar) (5.57) 


πα Ἡ ο απ nai nen! 
d t 


in care constanta lui Euler se, poate tive prin valoar că: suficient 
de exactă 0,5772. Pentru valori ale argumentului u suficient de mici. 
Ca funcția EM u) să poată fi aproximatá numai ns prado doi: 
termeni ai dezvoltării sale, adică pentru i 


ος AREN VAUT p 
τη re 


—Ei(>u) « — 05772 — Inu = — In 


‘soluția (5. 57) s se retine prin formula | 


ma ώς 2255 


- (5:58) . 
Ane L3 a Ἢ 


analogá formulei lui Jacob (1950) de aproximare logaritmică a solu- 
tiei exacte a lui Theis” pentru curgerea » nestaționară conservativa 


219 


ε-οι t 


968c'e£l 


4 


81400000 *0 L9£c'0 S698 ‘T 29580: 85859 erso's 0286 ‘Ot G6 
SGFCIO000*'0 τους 9161 ΕΟΡΙ ‘Pp 8969 9956/89 TIPOCIT LEPS ‘ET 06 
49150000 *0 OF8z ‘0 II46*I 066I'P 6E6P ‘9 LG6L'8 Z860 ‘TT 800F ‘ET G‘8 
29460000 “0 9016΄0 69707 1686 'p (ρος ‘9 69488 - 684111 PLOP ‘Et 09 
£8¢90000 ‘0 Ore ‘0 4980*c LESS 'p 0619*9 60c6'8 . yecc' II 09S ‘ET GL 
eGTT000 “0 865660 9061 “6 916E ‘P 6289 ‘9 66868 ` ycoc'II :066G ‘ET 057; 
. Ρ80ζ000 0 ΠΡ 0 T0cc'c6 ETI ‘PF . 0€94*9 . 0F90*6 . 8998 ‘TT 1699*'81 G*9 
T09€000 ‘0 ΡΡΟΡ΄0 ες6ζ΄ζ 8PPS ‘P 07789. OPFI “6. GOPP ‘TT «167461 09 
6079000 ‘0 γε0ς:0 GLLE'C 6169΄Ῥ 6876 ‘9 ` οτεσ΄ο.. 9688 “ΤΙ T9E8 ‘ET GQ. 
8F1100*0 96cG “0: 6L9F.'c 1954 “p GFCO ' A €9c8 ‘G 6869 ‘TT PIE6 ‘EST ος 
.. £40c00*'0 £669'0 y89e'c 0168΄Ῥ C6GT SL LISP ‘6 CrEL ΤΙ ‘S980 ‘FT ορ] 
6645000 £202 ‘0 £I99'c C8F6'F CLES SL COPS ‘6 0cG8 ‘TT OPST ‘FT 0'F 
046900 '0 GP6L 0 6608 ‘7 €IS0*'G L08£ ‘ZL 0€89 ‘6 GC86 ‘TT 188071 ο Tes - 
S08I0'0 4806 ‘0 1696 'c ὀγεσ'α Sree ‘2 TLE8 “6 | LOST “6 "£CVF ‘PI 08 
167500 ΘΡγΟ΄1 ` 9981 ‘E L91E'G ΡΕ τό 761001 0zce “sr CPCI ‘FT id 
06870 :0 LOC Gest Lyee'g £689 ‘SG GOF6 SL 9ZPS ‘OF Sps "GT LLYS'VI 0'c 
0001 *0 Spor'I Ρἑ69΄6 9966 “S 84568 ε064΄0Τ 8268 ‘CI Ser “CI c'l 
»612΄0 6ζζ8΄1 6LE0‘F SI6£'9 Ὅ5599 4886 ‘OL εθεσ΄ΕεΙ 60PS ‘cI ο τ΄ 
- epu 1-010: 2-014 ε-01 ἡ :-0[ e—Or:v 9—0I:t ε-01:“ | 4 
TEGS ‘GT 9768/41 -- £L6L “06: 666F ‘GS C08 “pc 140145 LLOV ‘6G OTL Te. G“6 
G9P9 ‘ST 897041 PISS ‘0G OFFS “d 9968' yc GEST ‘LG SI9F ‘67 SPOL “Te 0΄0 
PEOL “SI 0900 ‘ST 980€ ‘0% ζ119“ζς 2516/56 - E91G‘ZE -| 68S ‘6s CTG8 ‘TE GEO 
OFOL “ST 9990 ‘ST σ6ος ος ST L9 ‘GS PPLG PS 6926 ‘LG C6LS ‘6G 168916 0΄9 
980891. ΠΙΕΙ ‘St LESH ‘0G EIEL “60 68E0 ‘SG GIVE ‘LE 1ΡΡ9΄0ζ L9y6 ' T£ GEL 
9268 ‘°ST 100581 ἑζ040ζ £908 ‘Gz 6LOL ‘Sz COI ‘LG | IS&IZL'6C 9ST0 ‘SE ο 
LILG “ST GPL? ‘SI 8946 0G V648 'cc OTSI ‘eZ Pe La :| CL8L'0C 8680 ‘TE. G9 
LTGO‘OT PSE ‘ST. 6999 ‘0G $696 ‘GG 0796 “GG 9F9€ ‘LE - GL98 ‘6% 8691 “ze 0°9 
485191 51ΡΡ΄81 GEPL 056 ς9Ρ0΄ες TGPE ‘SZ 919945 GPG ‘66 8966 ‘SE e'g 
OPES ‘OT 996681 G6E8 ‘0G SIPI ‘ES 242 SG OLPL ‘LG C6F0 ‘OE IcGe ce 0S 
PGEE ‘OT OCFO‘ST | 9ΡΡ6΄06 1175 ες LOPS “ce εσας ‘Lh GPST ‘OE CLOP ‘SE g'p 
GLSP ‘OT S6EL°8T | €$c90'IC 6P9E “ec C199 ‘SS 1026 'Zc | LGLG 08 EGLO ‘ZE 0‘p 
L069 ‘91 ££68'SI 866r “16 Cs6p “ec OT08 ‘Se 960185 : .€90F “0E 880Z'c e'g 
677491 72061 006612 9cc9'£c ζςςρ'ος 826c'9c. v09¢ ‘OE 6698 ‘ZE ος 
C466 ‘9T 9670 «61 GSES IG GPES ‘ET CLET ‘9% LOPE '8c LGPL ‘OE ECO ‘SE ca 
£OST “ZI 6σςγ:61Ι οςς/ ‘IG T8¢0 ‘be LODE ‘9G , GE9I ‘8S - 8€96*0€ pP89c'e6 ος: 
086Ρ΄41 90Ρ4΄01 ZERO ‘ET SSPE “pc €879 ‘9S 60696 “87 - CESS ‘TE 194666 c'l 
cepe ‘LT O9FT ‘0G 98γΡ΄ζζ [41140 χά 86ς0΄6ζ Ρ956΄6ζ- 066916 9196 ‘EE oʻr 
6-01“ ο1--01-1 n-oru : | er—Ol-# ετ--οἵ i στο]. erpi Tos 


(τζ01 “Te 19 ΜΟΙ far 


ες Mpoquy 


GI Ίολπολι vdnp) 7p 


8 


7 


»—9 
eo 


= (2—)u — pop Opurjuouodxo οσα ope o[enzn MOWA 


220 


axial-simetrică sub pr esiune- spre un put per fect într-un strat acvifer- 
omogen și izotrop cu grosime uniformă şi orizontal. Comparind. 
expresia fluxului de termoconductie dedusă din formula (5.58) 


Qi 20z2M0 ek MO — 
la SE LBV 


9 M rag r 


cu cea de-a doua expresie din (5. 18) a fluxului de termoconduefie, Se: 
constata că mărimea- 


pe hi RO . (8.59) 


are semnificaţia, “unei ; raze . de influenţă variabile. 4n: hex Într-un. 
strat: conductiv omogen însă anizotrop cu transmisivitatea termi- 
cá edt ^ Qa μον elipsoida] Ron taen ecuației ; 


(3 M feos*o GM jsinto EUER ή 
(RM GNIN 


gau P | 
(FIA), | 


| Ct MEE 
i Ta (xM E )sin* Ode a diii 


în care (X M), si (RM η 'sint ATEM maximá si respectiv minimă ale 
transmisivitatii termice după cele două direcţii principale de anizo- 
tropie, iar o este unghiul direcţiei cu transmisivitatea termică 
(ΞΜ), fata de direcţia eu transmisivitatea termică maximă (fig. 5. 5), 

termoconductia nestationari ă conservativá radial-planá se poate asi- 
mila termoconductie axial-simetrice ΑΕ soluirel (5 5.56) 
printr-o soluție de forma i 


TUE l a - 6.00) 


unde transmisivitatea termică echivalentă (X), invariabili ew 
direcția se determină prin condiţia ea aria cercului de rază (M) si. >. 
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fie egală cu aria elipsei. de semiaxe ( M), si (% M),,.adicd x(% M)? =, 


> 


(È My =VEDED 


iar argumentul 4, are expresia 


cu coeficientul de difuzivitate termică 7, dependent de direcție prin 
intermediul transmisivitátii termice (5 M),. ABI T- 

- După încetarea, unei încălziri neîntrerupte cu fluxul de termo- 
conductie ϱ presupus constant dintr-un neck singular într-un strat 
conductiv omogen și izotrop cu dezvoltare uniformă și extindere 


areală infinită, răcirea în domeniul de influenţă a neckului se reali- - 


zează în orice moment ¢ printr-o termoconductie remanentă rezultată y: 
ca si cum afluxul Q ar fi simultan compensat printr-un deflux —Q, 
din compunerea termoconductici iniţiale divergente prelungite nein- 
trerupt din momentul ¢ = 0 al începerii încălzirii pînă în momentul { 
și corespunzătoare soluţiei (5.56) sau (5.57) reluate sub forma . 


—p2 
θω =e RESI 
snz M L.. 4χί 


cu o termoconductie suplimentară convergentă intervenită pe durata 
i din momentul încetării încălzirii pînă în momentul ¢ si corespun- 
zătoare aceleiași soluţii (5.56) sau (5.57) preluate însă sub forma 


ἢ A X. af, pa. i 
πα το, 
ami a 


astfel încît soluţia rezultantă 0 = 0, + Op) se prezintă, cu expresia 


eo v M il B durie |-2: ( UN E σου 


Retinind valori ale argumentelor. r2/47¢ si 72/47’ suficient de mici ca . 


funcţiile corespunzătoare —Ei(—7?/4yi) si — Ei(—7?/A4yf) să 
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poată fi aproximate numai prin primii. doi* termeni, ai.dezvoltarilor 


lor, adică 
. {ια pi 9 
ο.) 
V 46 L XA τη 


e 


DA) 2 xt 
solutia (5.61) se reduce la forma 
πώ ems. (5.62) 
Απ:Η VU 
*.. F 
Ἐ ο κ 


Pentru termoconductia axial-simetrică nestaţionară conserva- 
tivă cu fluxul Q invariabil in timp dintr-un neck într-un strat con- 
ductiv omogen si izotrop de grosime uniformă, soluţia (5.56) este 
deosebit de importantă atit din punct de vedere practic prin aplica- 
bilitatea sa la rezolvarea problemelor de încălzire si răcire în domeniul 
de influență a unui neck, cît și diy punct de vedere teoretic prin re- 
mareabilitatea sa la fundamentayea*unei reprezentări compatibile 
cu limitarea fizică a vitezei de transmitere a căldurii (Cattaneo, 1958 ; 
Gurtin şi Pipkin, 1968). În seopul de a releva importanţa teoretică a 
soluţiei (5.56), se recurge la diferenţiala sa 2 


1 yy ' η 


dð = 9 8 du 
Ax*M u 
în “care 
if: 
u=u (t, 9) -----». 
pe 7 
du ---- A X dr 
dai 4x1? DI 


Și-deci . 


. du αἱ EDU 


Prin urmare, diferenţiala totală d@ se prezintă cu expresiile ^ | 


do = Qr TE | di οὐ. 
4n%M Μι 1 r 
L, Oar ο]. Θα: ntes. " 
4n Mt sc Brž Mr 
şi 
00 


οὓς. 


a0. 
a dy 
pg es, 


din a căror identificare rezultă că, 


90 νυ. 
αμ τας 
οἱ : Mo 
el ieee 
| Or πλ. 
adică 
ET ah. au Edd 
0t 2t. Or 


Substituind in această ultimă egalitate 00/0t prin (06/dr) (dr/dt), 
se deduce relatia 
dr — "77 


E te 5.63 
x dt 2t η 


x. 


stabilită anterior în mecanica apei subterane pentru curgerea, nesta- 
tionará conservativá axial-simetrică spre un put perfect într-un strat 
acviter omogen si izotrop cu grosime uniformă şi orizontal (Albu, 1981). 

cazul termoconductiei axial-simetrice nestationare conservative 
într-un strat conductiv omogen si izotrop de grosime JM uniformă, 
modulul vitezei de transmitere a căldurii nu poate fi mai mare decît 
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2 valoare absolută, e = const., astfel încît relaţia (5.63) preluată sub 
orma, - 


. d(ir?) =0 
sau | | 
d(eé- xr? M) —0 (5.64) 
exprimă invarianta evadrivolumului de propagare 
ct or Qn M a ihe ΘΝ 


Ll eee defe 


0 0 00 δ. Ὁ 0: 0 


5.5. Termoconductia nestationará neconservativa 


Determinarea termoconduetiei: radial- plane nestationare ne- 
conservative este posibilă prin intermediul unei ecuații corespunză- 
toare (5.2), (5.5), (5. 6), (9.9), (5.10), (5.12) sau (5.13) in care τη 
peratura (i, r) sau diferența de temperatură T — T, Ot) 
satisfac, de regulă, condiţia iniţială T(0,r) = Tosau 0(0,r) =0 
pentru 7 >0 intr- -un strat conduetiv de grosime Jf precum si condi- 
tiile Ja limite lim [—rd T(t, rer] =) One DE sau lim | 79 0(t, rjor|— 


= Q/2n% M s lim T (t, v) = finită sau lim e(t, n = finită pentru. 


i20.. 

tn cazul termoeonduetiei radial-plane nestationare 1 neconserva- 
tive cu fluxul Q invariabil in timp dintr-un neck de raza neglijabila 
într-un strat conductiv omogen şi- izotrop de grosime uniformă și 
productivitate medie constantă de. cáldurá a unității de volum, ecua- 
tia (5.2) preluată sub forma 


ee ee 


= const. ` (5.65) 
poate fi BU prin A. E Mi Um a transformatei 24th 
(Wiener, 1926; Delavault, 1957). Potrivit acestei metode, ecuatia 
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15 — c. 289 


(5.65) se multiplied. prin e-? şi se integrează în raport cu t de ló 0 laco, 
astfel incit se aduce la forma 


τ “Wate 2 (20 "dt — Am. P tum = he P di 
Y. Jót pi 98 ðr? z 
0 


in care 
— edt =L | — | = 20* (z, r)— 0(0;7). 
ΐ at 7 | xi] 2 id ) i ) 


unde θ(0, 7) =0 prin condiţia, initial’, 


oo 


(2E enat = ee 
A Pah F arf 9). 
5 hi | 


- 9 r 32 207 
Y gasta dl os 
| 2 4 7 : 12 dr? 
0 


si 


φον 1 d0*7 0” "gi 
7 r d ο, κο 
sau - 
504 i ü 
απο ο. E ον ον 0 (6.66) 
dr? ἀμ atzi se YAMS cur ale. 


lim 0* (p, r) = finită. 
= | 


=> 00, 


Scriind această ecuatie operațională sub. forma ecuației lui Bessel 
modificate 


(EYEE EH), (r gum eim. 
E d(7l/a]x)* 5 E - — (rlalx): 


in care este evidenţiată variabila (r//2/x), se conchide că soluţia sa 
generală are expresia © ` | i 


te a μα. ^. Γρ. i 2 3 
ea sex PB) samt) 


unde I, (r !2/Z) si K, (*V2/%) reprezintă funcțiile lui Bessel modifi- 
cate de ordinul zero: şi speta intiia $i respectiv a doua. Prin impunerea 
conditiei'ea limita: funcţiei . lm 


gu Lagi ga] +06, K, un + ră 
| τα. Vu) xe 


să fie finită pentru (ralz = ‘si a condiţiei date prin 
lim [— (rl/a/x) 46*/d (r/a]x)1 =Q |3π Mp) ‘care implică res- 
pectiv C, — 0 deoarece . 


| 


& 2 


lm I, ( 3 — 
(cVuz)ee VUL OX vs 
si C, =Q /(2πἑ Mp) deoarece | 


ωρα ΠΤ 
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rezulta οὗ solutia ecuatiei operaţionale se exprimă, prin αρα 


«imagine » 
a ως (ή EX 
2n%Mo LII: 


căreia îi μι functia «original » 


.. ο ο 


x? 


de 


(5.67) 


Nt 
to 


at 


4n% M 


expr ο potrivit transformărilor 40 si 14 din. tabelul 4.2, sub forma 


md j^ : =) CES 
Ane ; ( ute (5.68) 
unde | | i 
(3e ( eră a A (syd 
ai αγ t A 
; κ. Ὁ az 


În cazul termoeonduetiet radial-plane nestationaré: neconserva- 
tive corespunzătoare ecuaţiei (5.6) cu condiţia iniţială 0(0,7) = 0 
pentru 7 >0 şi cu condiţiile la limite = [—r89( (t, r)/ôr] = Q277 M 


si En Olt, r) = finită: pentru; ts 0, se ‘poate! aplica aceeasi metodiifa. 


transformatei Laplace, operind in raport eu variabila i potrivit re- 
latiilor de transformare 


ου 


ο = 989,0), 


IAS e7” dr pedo } 
ΜΗΝῚ Ot DP r dr 
| d | 
r 93 vary 20 
2|; JE wa te Se 
UL 972 1. er? dr? 
2A 9 
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00] { 00 
2|- 5] ΠΣ = p0* (@,") — 0 (0, r), 


unde 0(0, 7) — 0 prin condiţia inițială. Ca’ urmare, din: ecuaţia (5.6) 
se ον ecuatia operaţională 


R. gs ga goj dogs ati 
7 r dr dr? p: 
sau 
[20298 dee ^ alli LY l 
pe ; : — y? ---- οἱ σπα | 03 T= 0: 5.69 
| dr? ΤῊ dr | K à τα 4 


cu condiţiile la limite lim. [—r 00% (o, r)ldr] = Q/2n% Μα) si 


lim OF (a, T) =f imită. întrucăt ecuaţia (5; 69) se poate. serie sub forma, 


ecuației lui Bessel modificate 


ae E aja f X C BeJaola]s + 182) 


ας 


în care este evidenţiată variabila, (7 Pr Ub) rezultă că λα, 


sa are expr esia 
"enl Fee m aeg 
| d5- B? 


unde Lir Vx >. mo si Κι Valk T 1/6?) reprezintă ΠΗ 
lui Bessel modificate de or dinul zero și speța inttia si respectiv a doua. 
Coeficientii ΟἹ 51 C, se. determina, prin impunerea condiţiei ca limita 


funcţiei o*l alz 1/82) să fie finită pentru (7 VelZ+ 1/2) -> οὐ 
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și a condiţiei date prin 


lira EU Bete da abel qo —|=. Q -- 
(r Vo7+1/84) 40 χ B acl alxd 1/8?) >. Br? Ma 


Impunind aceste condiții şi ţinind seamă că 


δ τ ins ( Hs 


2j 


ul 


=, lim | RT et ΞΝ 
(Τρ δε )5 o x BR 7B 


se găseşte respectiv : 0, =0 si 0, =Q/(2n% Mp). În consecinţă, 
soluţia ecuaţiei operaționale (9. 69) este redara: prin MS «imagine » 


x -K quei m r3 | στὸ) 


căreia îi corespunde functia «original » 


un ewen το ὃς ο. D fax, (e Yay |) 
Wa} ο ν (5.71) 


Prin intermediul transformări ii 39 şi teor emei 3 din tabelul 4.2 potrivit 


cărora 
T | 2) { | e is eT 
e| j (; PT og 9 j μα 
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se 


precum si al transformirii 8 prezentate pentru integrala originalului 
în același tabel, se deduce că soluţia (5.71) este de forma 
t DTP JE | 
Q ( 6- 72/43 —y4B2 


N: E N NS ÉS 
Greer Tc 
0 
ULIS E ; o. | A 
ο i E LE 12/4 B20 d Q ( | α- * —72/4B2 1 
= — es 20g = = 2 zm - 
4πἁ M u Anz M ud γ΄ 
eo. a; ez TIME 
sau 
"AO ae ο-ᾱ- AB θ - 1 r J 
GE EeP EIRAN E y ον Az M ( 8) : 
a= 721474 — | 


analogă cu cea a soluţiei stabilite pentru curgerea nestafionará ne- 
conservativa: sub presiune spre un pup perfect într-un strat acvifer 
orizontal omogen si izotrop. eu- grosime. uniformă, extindere areală 
infinită si realimentare prin -drenanţă corespunzătoare schemei lui 
Hantush (Hantush si Jacob, 1955; Verruijt, 1969; Albu, 1970). 
Soluţia (5.71) se utilizează cu funcţia F(X, r/B) evaluată ca în tabelul 
5.4 în care ca variabilă X se poate considera de exemplu 1/u = 4¥¢/r?. 

. Daca termoconductia radial-plană nestaţionară neconserva- 
tivă se eonformează ecuaţiei (5.12) cu condiţia iniţială: 0(0, 7) =0 
pentru r2 0 si eu condiţiile la limite lim [—r96(î, r)/0r] = Q Απ M 

Lot 3 r20 : 


ο.” - 


si lim (t, r) =finită pentru t> 0, atunci se poate recurge, de ase- 
T= 00 | : : 


menea, la metoda transformatei Laplace, operind în raport cu varia- 
bila ¢ potrivit relatiilor uzuale de transformare | 


oo. 


ο ποσο 
0 i 
-r Se Ok 
τρ ΕΠ. area 2"), 
or or dr 
0 xc "ὦ 
E 2 : 20*.. 
£L | ile Y eee di mr 
Lar] Jom dr? 
0 i 
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09 99 

L τ. μηνες 0* (5, 200,7 

με. 2; p (a 7) (0,7) 
4 a 


precum si teoremei. lui Borel prezentate. în tabelul 4.2 prin transfor- 
marea 10 aplicată, prin intermediul transformărilor. 6-şi 24 din acelaşi 
tabel, sub forma 


2 [S5] 0 = teras] 2[77]- [Po eno 


, k: wia 1 A) 
— 0* ; ^ 0 0, 5 $o— — 9 
= [2 0* (2,7) — 0(0,7)] @ + of 


unde- 0(0, 7) =0 prin condiţia HHN Ca urmare a transformării 
Mo Ἢ din con integrală (5.12) rezultă ecuatia sie dd ională, 


= 4 >. μιὰ E 
ES p 2d det ORS mes exe θα. 
, ae 


sau 


3 12 žo o αθε ; 3 [3 Sus | 
a fii gt e aj [E E ) | 9* =0 (5.73) 
dr dr, X “\2 +o | 


cu condiţiile la. limite lim [— raw (2, 7)/dr] = Q277 Mp) 


lim 6 (2,7) —finitá. Prin intetmediul variabilei [7 V A AES) Z {ρ--ω)”], 
ecuația (5.73). se aduce la forma ecuaţiei lui Bessel modifi icate 


bye E jl Doi suada na BAG. ἡ- 


2 
~ 3 T; 
Nam crap 
` olo -— mp l 4: m : 
EAS A ev ^t ERR m | 
| τ. dA eel l 
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"o IESTI ERES] 
^| AW PP TUA NS Pi Bisa 


unde Toir Volz Fate ay] si Kar Val% + PU UU t ey 
sint funcţiile lui! Bessel. modificate de ordinul: zero $i 


speta întâia 
si respectiv a doua.  Impunind conditia “ca limita APESI 
9* [rl/a]X + poi] (o i o) să fie finiti. pentru. 


DPI + βωλ/χίᾳ +o 1 — oo si condiţia © la limită dată prin 


care are soluţia 


lim ἽΝ 4. 
Lr Vittorio ^ Joo 


LP arie Petz labe Foe" etor] 


T | NE es 
/ 2x* Mp 


care. implică respectiv 6, =0-deoarece - 


SA ; 
lim ej N p | |= οὗ 
Lr Vorz pod zoo) c am pi Xa ἵα Foo Ja 


οἱ Cy = Q K (25x Mp) detece! 


ir Verbo Mao co | — 


τσ 


E 
: 


d σε + pog (e + o] 


| e 


"uta AIE SEE 
Es Vos sera TT +0 "Ap. +. 
2 ω - 
κ K, IDE Vi EE (- — A In EL 1, 
a Pas ME OA S, ται. 


Hout că soluţia ecuației operaţionale (5.73) se exprimă prin funcția 


«imagine » : 
θες | (5.74 
| six VES) m 


a cărei transformată inversă 


e(t, Ung 107 μα oe {2 - Ud i | 
| n Iu X (2+ o) 
pA pa | (5.75) 


reprezintă soluția, căutată pentru πρὸ (5. 12) În cazul particular 
in care λ —1 şi deci termoconductia’ radial-planá nesta(ionari ne- - 
conservativa se conformează, ecuaţiei (6. .13) preluate eu aceeasi con- 

ditie iniţială 0(0,7) =0 pentru r> Ὁ si cu aceleaşi condiţii la limite 
Dom [ —70 0(t, sor) = Q|2x*M si nm cett r) = finită μα { 2510, 


solutia vi 75) devine: 


vei epe BIE "t 


sau 


TE ANC jq: κ [Rl (et (α.-- pe e i E vu 


Pentru valori miei. ale distanţei r față de axa neckului, soluţia (5.76) 
Se poate aproxima (Boulton, Be 1965: Stallman, 1962) GNU 0 
soluție de forma - 


παπα ved c ye LE et a ΤΗ Jot 


(5.77) 


236 


Dacă timpul t scurs: de la, începerea încălzirii are valori foarte: miei 
şi deci diferenta funcţiilor | 


(Sa) Lea ο. 
Xe (X + χ)ωί ium v 


este foarte apropiată, de diferența logaritmilor naturali ai argumen- 
telor lor, adicá ^ Lu 


(i) la] ο μπα οσο. 
ot Gc - x')ot ot (χο ἃ 


atunei soluţia (5.77) se poate reprezenta aproximativ. sub forma 


Se =. (| " E η] (5.78) 
4nX M 1131) Απιμι  . χι | 


corespunzătoare soluției . (5:56) pentru termoconduetia  axial-sime- 
trict nestationará conservativă într-un strat conductiv cu transmisi- 
vitatea termică £M si cu difuzivitatea termică 7, iar dacă timpul ἡ 
lare valori foarte mari si deci diferenţa, aceloraşi funcţii, este neglija- 
bilă si funcția In^. jM Ex 


v "ASI 


se aproximeazá numai prin primii doi termeni ai dezvoltării sale, 
adică η v j 


πινώδ); AX sb x9ot. : ; 


atunci soluţia (5.77) se poate reprezenta aproximativ. sub forma. 


2 5 5’ 
0 =, 4 " * 0,5712 — i — In τὴ 


SW): 


z xt X 


Q [- în 222 [Πα UE 


Ami MU 2,25. ΡΟΝ 
ΝΕ. E S LE 0 Tri (5.79) 
4r% M ιν πχ η PM σος | 
| SE; 


corespunzătoare soluţiei (5.58) pentru termoconductia axial-sime- 
trică, nestationara, conservativa intr-un strat: eonduetiv cu :transmisi- 
vitatea termică 2 M si cu difuzivitatea termică 


Între. cele. două reprezentări apoximative ale ΗΝ Εν νι res- 
pectiv. sub, formele 


yid s νε. (-09772 = In = 
> ἀπ. 40] |. 4x*.M 411} 


ie) f κ, | „2 ν κ 
zog (7mm — In η. ή a25 
225) A) Απ r 


=) Q Ha 2,95 χχ’ i 

Απιμ (x dx) 

se interpune un palier mărginit prin momentele t, si to in care dife- 
τοπία de temperatură T — T, = 0'tinde să devină staționară ca în. 
cazul soluției (5.72) si poate fi redată prin aproximările — 
ΠΚ 2.2531, ο... 225 33! — 
a LiT e ee ID =} 

An MO τὸ Ai (X +X’)? 


(5.80) 
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de unde rezultă, : i ΠΤΙ 
! In ty nd id. (6-81) 
XG att, M 


“Poziţia acestui palier considerat orizontal este marcată prin momentul 
i, corespunzător: intersecţiei sale cu 'reprezentarea aproximativă ‘a 
soluţiei pentru valori mari ale timpului ? si depinde de mărimea, coefi- 
cientului o prin intermediul relaţiei ` | EE Y 


— 0,5772 — In (ct) =0 
sau | i 


y ra - (5.82) 


5.6. Aplicaţii 


5.6.1. Într-un strat conductiv’ orizontal cu transmisivitatea termică 
constantă de 10 'W/K. încălzit practic staționar de un neck care îl 
străpunge perpendicular, se înregistrează valori ale temperaturii de 
560  K şi 455°K la distanţele de 100 m si respectiv 800 m faţă de neck. 
Presupunind' că. termoconducţia, este conservativá, să, se „calculeze 
fluxul de căldură dinspre neck si.raza de influenţă, termică a acestuia, 
„în. stratul conductiv a cărui,parte neinfluentata isi menţine tempera- 
tura, de, referinţă, de 380°K.. | uF 8 x | 
- „Rezolvare. Din’ aplicarea formulelor (5.18) şi (5:19) în care 
zM —10 WPK, 0; = T;.— Te = 5600K = 380°K = 15016, 0, = 
= Dy = Το = 455° Ki 880K =) 75°K, η 100m şi ο; = 300 m, 
rezultă respectiv : :« 46. T roza 


0-10 (180—75) 


A = — 7 —800 - > 600516 W 
ir mato NN TA 
100 
Ded 180: In 300 — 75- ! 
180 —75 


R = 657,54 m. 
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5.6.2. Un neck vertical străpunge o succesiune de trei strate orizon- 
tale cu conductibilitati termice de 2,61 W/m-K, 3,05 W|m^K, 
1,94 W/m.°K şi respectiv cu grosimi de 10 m, 5 m, 8 m. Presupunind 
că termoconductia laterală dinspre neck se menţine staţionară conser- 
Vativă şi eunoseind că Ja distanţele de 100 m şi 200 m influenţa ter- 
mică a. neekului se manifestă prin creșteri ale temperaturii de, 100°K 
şi respectiv 94°K, să se determine fluxul: de termoconductie laterală 
axial-simetrică prin cele trei strate... , ... | 
Rezolvare. Potrivit formulei (5.28) preluate sub forma 


Q -βπ T En Mar By) (GY 


nitel 
71 


in care 2, — 2,01. W/mK, Χμ =3,05 W/mK, ži — 1,94 W/m.K, 
M, —10m, M, = 5m, My —8m,.r, —100m, r, —200m, 
| 0, =100°K si 0, =94°K, se găseşte cá fluxul de termoconductie 
laterală axial-simetrică dinspre neck prin cele trei strate are valoarea: 


U^ n(2,01- 10 4- 3,05-5 + 1,948) 


mem er (100 — 94) = 3093,064 W. 


T 1 ii i 
h 11 


5.6.3. În ` condiţiile 'termoeonduetiei axial-simetrice staționare ne- 
conservative dinspre un neck vertical într-un strat orizontal omogen 
şi 'izotrop cu condüetibilitatea termică de 2,50 W/mK; să se οα]οιι- 
leze productivitatea medie a'unităţii de volum, știind că tempera: 
tura, prezintă creşterile de.154,00 °K, 150,00°K şi 143,02°K la distan- 
tele de 200 m, 300' m si-respectiv 500 m faţă de neck. 

Rezolvare. Aplicind succesiv formula (5.35) pentru inter- 
valele de la τι la 7, şi de la r, al 73, se deduce: 


2%(0,.— 05 — Don zn 
Q Wes m ο νο Í 
[170 E = 
xM n fa 
resaka . ui pee M y 
2x(0, — SP cues 13) 
CAS ESO 52 
UY 
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si deci | μη 
oy — ðs Oy Va 

— dig In (rara) In 1 (19/7). 
Le ee ONE T3 — r, 


In (75/72) “In (Pelt) 


S 


Întrucit % 2,50 W/m K, 0, =154,00 °K, 0, =150, 00°K, 0, = 
= 143,02°K, 7, = 200 m, 72 — 300 msi 73 = 500 m, urmează cá 


150,00 — 143,02 . 154,00 — 150,00 
ΠΠ (500/308). In (300/200) W 
— 4.9 50) D OUT 10-4... 
"hir δὴ ^a 500? — 3002 — 300? — 9003: 100948 m3 
„Im (500/300) ` 1n (300/200) 


5.6.4. Să se determine. factor ul de neconservativitate pentru termo- 
conductia radial-plană staţionară neconservativă datorită unui neck 
cu raza neglijabilă dinspre care se emite fluxul de 4000 W într-un 
strat cu conductibilitatea termică de 1,97 W/mK şi cu grosimea 
de|10 m, cunoscind οὔ, la distanţa de 210 m faţă de neck influenta 
termică a acestuia este ο... pay o Sapca a tempera; 
turii de 0,04 °K. , 


Rezolvare. Prin aplicarea formulei (5.42) preluate sub 
forma | 

Κι (s) ΕΠΕΚ 

Λο] Ὦ ο 


in care r = 210 m, *.— 1,97 W/m. ES "M --10 m, Ὁ —4000'W si 
0 —0,04 ^K, se! ule E τε εὶ 


^v 


να 271,97 -10 - 0,04 
Bt |= ee S 


re 00124. 
4000 | 


Potrivit valorilor înscrise in tabelul 5.1, se găseşte că 


16 — c. 289 


, $i deci 


| 6,0 
5.6.5. Să se evalueze fluxul de termoconductie nestationará conserva- 
tivă dintr-un neck activ într-un strat conductiv cu transmisivitatea 
termică constantă de 30 W/°K si cu difuzivitatea termică constantă, 
de1,5 : 10-65 m?[s, ştiind că la distanţa de 100 m faţă de neck influenţa 
acestuia crește, in curs de 50 ani, de la 1°K la. 2°K. ' Š! 

Rezolvare. Prin intermediul formulei (5.58) aplicate pentru 
Ὁ aceeași distanță 2, dar pentru două momente diferite 7, si 1, adică, 


Q 9 957 
ee? | γα} by 
ps 4zzM rn ai 
2,20 te 
0; = 9 In vt DUE L] 
Arz M. pr 
Se deduce ci. 
s πχ M0, o 7 42 M10; 
9 
ο πο Bre 9 
tip --- A = BA e Ex ) 
2,257 
sau 
474 M0, 4X M0, 
Q 2,25y (t; — t 
e NE = 4 AL 1) 
τ ΠΕΝ 


Utilizind valorile/ZAf —30 WPK, $' —1,5-10-9m?/s, r= 100, m; 
ty — t, — 00 ani =50-365,25 - 86400 —1,57788:109.5, 0, =1°K si 
0, = 2°K, se obţine ecuaţia ` 


E 117,1 376,99 976799 
Q JUGR In 4-7] 
| — e — 0,5325 


eu solutiile 


E x) 11,3846; 
e | = 0,3846 
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a 


dintre care se reţine ca acceptabilă numai prima longaritma ti. sub 
forma i 


ike 99 ` nini 9354, 


de unde rezultă : | ge. 
inesse = 1158,54 W. 


5.6.6. La 50 de.ani după încetarea, încălzirii neintrerupte. cu fluxul de 
termoconductie de 3000 W: presupus constant dintr-ün neck: vertical 
intr-un strat orizontal omogen. şi izotrop cu conduetibilitatea termică, 
de 2,10 “W/m. °K şi cu grosimea, uniformă de 15: m, întru-un punct 
dat al stratului se resimte încă, influenţa termică a neckului marcată 
printr-o creştere a temperaturii de 10,5°K. Să se estimeze durata de 
încălzire. neîntreruptă a stratului de la formarea neckului ' um la 
inceperea rácirii sale. 


Rezolvare. Durata de încălzite neîntreruptă a; ‘stratului de 
la formar ea neckului pind, la începerea, răcirii sale este dată de dife- 
renţa. dintre timpul t scurs dé la începerea încălzirii si timpul ?/ scurs 
de la încetarea încălzirii. Potrivit formulei (5. 62) preluată sub forma. 


> 


‘teu | ui οἱ P 


sau 


în care. ir =50 ani —1, 51188 - 1096, '% = 2 10 W/m. °K, M= = 15m, 
Q =3000 Ww si a = 10,5 K, se găseşte, că 


| 4πι.2,10.15 


3ᾱοο “10,5 


δεν A „51188 10°- [^ Viewer ani. 
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«In consecinţă, orice declaraţie asupra celor ce 
"s-au petrecut in; realitate” este o declarație 
în termeni de concepte clasice οἱ — din cauza 
termodinamicii si a relaţiilor de incertitudine 
— incompletă in sine în ceea ce priveşte deta- 
liile fenomenelor în cauză.» 


WERNER HEISENBERG 
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6. Termoconductia radial-sfericá- 


if 


"Gal. Ecuatiile fundamentale 


E | : a da 4 ; ši 
In coordonate sferice (fig. 6.1), ecuația lui Fourier (3.37) se 
serie sub forma ; 


02 JU "Po 0 κ ἅ 
ο ο ο ο 28) 


r*sin$ 29. 


Οἱ τ΄ Gr Gr X --ν 
Wi a cip κα. ο. ΝΤ 
plai aloha? ο εκ tig ag m 
e Ants aa H j of Orn) 


în care coeficienţii g ¢;,-%si & depind, in general, de timp, de coordo- 
natele τ, rð, resin 9 $i de temperatura T (Zeldoviteh si Kompaneets, 
19301. eS —- ? jas jt i 

„În, cazul pătrunderii magmei sub sau între formaţiuni preexis: 
tente. (de exemplu, la formarea unui. lacolit),; termoconductia dinspre 
corpul intrusiv spre rocile înconjurătoare poate fi, cel puţin provi- 
zoriu si local pe un sector limitat, radial-sferică şi deci raportabilă 
la un sistem de coordonate.sferice al cărui centru coincide cu centrul 
sursei magmatice a corpului intrusiv. z - 
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„Pentru termocondueţia. radial-sierică in care. temperatura. 
mide numai de timp s si decoordonata sferică r, deci în care 0 Τ|09 =0 
si 0T/0o =0, ecuatia- (6. 1) se pre- 
zinta sub forma 


—ütrnT, ) (62) 


unde este evidentiata, potrivit legii. 
lui Fourier (3. 20) densitatea fluxu- 
lui de termoconductie radial-sferica, 


Fig. 6.1. Schema de principiu a sis- 2 
temului de coordonate sferice ' Hii pei! 


iar postu termoconduetia fh in care eondugfibiYtatea termică se men- 


tine invariabilă în raport cu coordonata r, adică éz/ér Ξ-0, ecuaţia, 
(6. 2) Gyn og gT : 


ο ας Ee de | (6.3) 
y ôt FATOR or Z 
sau, πὴ | | 
à; | 2 02 um f | 
chua Cal: ζω ice ώμος Ho (6.3) 
χμ AI OF or? κ 


unde % = 7/56; reprezintă coeficientul de difuzivitate termică. 
Dacă pe frontiera domeniului de termoconductie radial-sterică, 


temperatura, este dată Uo o funcţie Tot, τ) care satisface ecuaţia. 
omogenă 


1GA s». oT 
x ót: τ. ór | (or 


Şi în interiorul Mpstwi domeniu termenul u "E: κ variază proportional eu 
diferența de: temperatură T —: To= 0 prin intermediul unui coefi- 


cient negabis —1/B?, atunei ecuaţia (6.3) se transpune sub forma, 


ym i | 
i96 2,90, 00 ud, (6.4) 
X a τ. or or? B? 


6.2. Termoeonduetia staţionară conservativa 


' În domeniul de: influenţă m η a unui lacolit, termoconductia 
radial-sferică se poate presupune, cel putin temporar şi local, ea fiind 
staţionară conservativă cu condiţiile OT[0t. —0, si ᾷ = 0)sau, mai 
general, numai cu condiţia (1/3)0 TJOt = i, astfel încît ecuaţia 
(6. 3) se poate reţine, penty dd zs een) dr, sub forma 


a d (ma) gh O (6.5) 
r? dr Seo: de: Ju 


În cazul termoconductiei radial- sferice eu fluxul Q = const. 
dintr- ui lacolit activ într-un sector semisferie ` omogen şi izotrop 
(fig; 6.2), densitatea fluxului de termoconductie zàT|dr poate. fi 
exprimată prin aportul dintre fluxul ( si aria 27r? a supr afetei 
semisferei de rază- r, adică, 


à ; 


dr 3g T? 


ΚΟΜΗ YT x 
- J a tus 


Fig. 6.2. Termoconduciia , ra- 
“dial- sferică într-un, “sector 
semisferic “omogen și izotrop 


Preluind ecuaţia (6.6) sub forma 


dip Tisi Sa E 


Şİ integrind mai intii de la n lar si i respectiv de la Tila T sau. de la 
rlar,sirespeetiv dela T la T, i iar apoi dela t, la r4 51 respectiv de la 
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T, la T; rezultă formulele ecuaţiei. de variaţie a temperaturii ui 


Pty oa ο e er πμ 


A a saa i 
si fluxului de termoconductie 


9«R(T, — T.) 


αν τω κά 


analoge for miulelor cunoscute i in hidraulica subterană pentru curgerea 
radial- sferică staționară conservativă . dinspre., ο. Sursă. punctuală 
intr-un sector semisferic (Cristea, 1956 ; ; Crețu et al., 1966 ; ; Gheorghita, 
1966). 

În cazul termoconductiei radial-sferice cu fluxul 0 = const. 
dintr-un lacolit intr-un sector - semis ας care prezintă variaţii dis- 


is Ty C 6. 3. ‘Termoconductia 
PERS ` radial: sferică, într-un sector 
Ως, semisferic care prezintă 
NX » variații discontinue de con- 
Uh πι -- ductibilitate termică după 
ΓΙ suprafete semisferice con- 
[ᾱ------ο centrice în centrul sursei 
Y | i MIS magmatice 


"la ΓΙ / ΠῚ | 
0 Γ[η-1}/{π|᾽ 
4 f Γ2 
[ε---------------------------------» 


continue de conductibilitate termica după supraf ete semisferice con- 
centriee. in centrul sursei magmatice Qu lacolitului, (fig. 6.3), 
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adică ) | j i: i 
vu = const. pentru na r< rym. 
Fu = const. pentru ryn € r< tym, 


ek ri μετ AE x3 5€ 9*3 
1 


Si ct eonst. pentru rani x. rS D. 
ecuaţia (6.6) poate fi reluată succesiv după cum urmează : 


cei 9 aT ~ : a T3 
ου 
imc d dr /u 


.0 = M πῃ ws = Qz-eonsl.: | (6.9) 
ay Ur Jw HE 

Prin integrarea fiecăreia dintre ecuațiile (6.9) pe intervalul corespun- 

zător de la r, la rym, de la ryn là rimm --..' Și de la ra-pim 18 Το pe 

care temperatura variază respectiv dela T, la Tym, de la Tyn la 

πι. «|: Si de la T, 4, la T, se obţin formulele! 


| mn CN κά 
Q il 1 
Tun «dic > E [ ) 
ATZI 11. yu 
ον “ἡ 
BOR 1 
bi Tum = Tyne t 1 igen ies με 
TET sie AT Au Nuno ; Yn 
| d INS gabe dk Ah de Ἡ 
πι = —— Aem. ihe d 
Γπτοθπη Xi Ww, Tyr Xu Vra Yin 
i GAY — 2 1 
T» -A T a- p/m lsios | rai a ae on T 
| -ᾱ BT Lay N Pin in | Ta | 
ο το ασ... 
2x | αλ τι Tin ^g \ iyu Pnr c 
1 ^ ΣΝ 1 y ' | E 
ο fk A (6.10) 
Zany V Pin- Το 
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Din ultima formulă (6.10) se deduce că fluxul de termoconduetié 
radial-sferică are expresia (Davideseu, 1965) i 


Q= STARNESC CENNE | 
d ED 1 1 3. 1 | | ndi l 1 
ae a) SS 
κι RON Fyn. ὯΝ Fun «iinr κι M'a-p(m Το 

(6.11) 
asemánátoare cu expresia (6.8) prin intermediul relatiei 
X ud 

= Qn T? 

med 7 TA ————— M S E E a e 

ue τα uan dr μμ RM Gd ric 1 1 1 

Tee 
Kr NTI Pri Xu Vium. Tom Ἄγ) Van Ta] 


(6.12) 


6.3. Termoconductia staţionară neconservativă 


Dacă in domeniul de influenţă termică a unui lacolit tempera- 
tura se menţine staționară sau cel puțin cvasistationará si productivi- 
. tatea medie de căldură a unităţii de volum depinde numai de coordo- 
nata sferică r şi- de temperatură, atunci ecuaţia (6.2) se prezintă, 
pentru dT =(0T/dr)dr, sub forma: 


aoe 2 | =ë, T) (6.13) 
1 Lu 


corespunzătoare -termoconductiei. radial-sferiee staţionare necon- 
servative. Într-un domeniu omogen si izotrop (Carslaw şi Jaeger, 
1959; Tye, 1969; Taitel, 1972), termoconductia radial-sfericá statio- 
nara neconservativă se--conformeazi- ecuaţiei (Davidescu, 1965; 
Pollack, 1965) T 


E eet deridet 
: A Ix A i l 


In eazul termoconduetiei radial-sferice ο: fluxul Q = const. 
dintr-un lacolit de:razi.rp într-un sector semisferie de conductibilitate 
termică- * = const. si productivitate medie de căldură a unităţii de 
volum ‘2 == const., se convine ca ecuaţia (6.14) să fie preluată sub: 
forma í i bj vai | (7 ah 


ο... dr MA» (6.15) 
eras MEC 
eu conditia la limita 

| | ur —r? A)" M -- (6.16) 
dr πχ 


Integrind ecuatia (6. 15) de la.r, la r și, perpeti dela Q/2x% la — r? 247] 
/dr, “rezultă că 


l4 8 E. pu = E (γε 
„Ar 277 3% 
sau SUN 
~ 3 he ~ 
am «μή ο = od gat |e (6.17) 
, x Lier ον τὸ 3* c i 


| Printr-o nouă integrare de la τρ la r sau de la τι la r, si respectiv 
de la Τη la T sau de la Τι la Το, din ecuaţia (6.17) se obțin formulele 
pentru ecuaţia de variaţie a temperaturii 


f 


1 Q mrs \ (5 = ανα. 2 7 
ο ο ος ο [3 rr 6.18: 
whence | 2 ro r în 6 (r a (6 E 


si pentru fius de. termoconductie 


Το — T) = Bn ET d) 


6 0 
= 2 = 
° ZEN jas 
fy; r 
lan — m, = Rn ba | 
x( T, 2) 6 (rà — ri ie 
— 7 ————MMÓM—— n 5 6.19) 
27 | T VL | ul 5 ( ) 
n $ Το 


În cazul eee radial-sferice . staţionare neconser- 
vative eu fluxul Q. = const. dintr-un lacolit de rază neglijabilă într-un 
sector semisferic.de conductibilitate: termică % = const. şi extindere 
presupusă infinită în care productivitatea; medie de căldură a unităţii 
de volum este „direct proporţională cu diferenţa de temperatură 
T — To= T(r) — liha T(r) Ex.9() şi invers proporțională eq pitra- 


tul factorului B AA ecuatia. (6. 4) se scrie, pentru dT — 
= (0T/dr)dr, sub forma 


..2 qd8 ae 2 ϐ 
r dr dr? ΠΣ 
sau | 
d?:0 |. d0 ri B 
r? 2r — — — 6=0 . j 6.20 
| are dr Be- bo 


cu conditiile la limite 


lim 0(r) = finită 


lim ea, pod (6.21) 
τ-0΄ dr! 2n : : 
Prin schimbarea. de funcţie (Gray si Mathews, 1958; Sabac, 1965) 
are implică - | 
| aps ENE dO i 1 3/26 
r dr aur, 
$i 
T ca: OANA le s AMI re 
dr? dr? κ] 


iar prin introducerea variabilei r/B aceasta ecuatie se reprezintă 
conform ecuaţiei. lui Bessel modificate 


[1] πῆς * Gb) (4) Ge 


cu solutia generalá 


5) FA tye B +.B. Kao $ 


unde | i 
Lip "E ü gi τικ ΠΤΙ x)" 
1 = m (—1)" (m +n) ! 
= Ἔξ. — — | eB ρὲ OS αν 
1-0 M EL | η (an; =~ n) (2r]B)" τα 
i (ab 4 m)! I} 
1 m-41 e r/B 
i e " Lg n aS — n) (2r/B)" 
şi | | 


A r : i z à r 
Kız {-— | = lim K 1+ (1/2): = | = 
: B nm-0 j B i 


i 1/2 V oim 8 " E s 21 HPs th, 
πα [| E “eră hee (mmt. |-ί Se eB 
2r/B } io d (m — P, \(2r/B)" κ 2r/B 


mo 


sint jupe lui Bessel: modificate de ordinul 1]2 si speja întîia $i res- 
peetiv. a doua (Watson, 1949): Revenind la functia θ --τ-12θ-- 
= B- Ur B)- 39 si preluind solutia generală sub forma 


(2) cir πε 5 }} BKy.( B ^ | 


cu condiţiile la limite: 


lim d (3 | — finită 


απο. 
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lim ΠΕ r ae] 9 : 
emo | s AB id 2nxB- 


| κ 
r 


se deduce că A =0 deoarece 


EN HE r r y 
(£/B)= co mJ 


si B = Ql(nă V2) deoarece 


lim ts (2 r =) aroB) mal 
(5o | B 6 d(r/B) 


(r/B) -0 


» Ld 


= lim [- (3j semestre. 


“ee GTC GI ea] 
| 2 απῆ--ο B B B, 


Jost ds 
u 2 «o 1 


În Goe, pentru ecuația (6. 20) se Ak soluția 


TIT ( E 
d Bulg : x) 9. E 
5 πα γ9πΏτ ane ry 


in care functia, 


Kip» (x) ]/ T4 ον. 
B/ | or/B 
| 


are valorile uzuale prezentate in tabelul 6:1, 
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(6.22) 


Tabelul 6.1 
Valorile uzuaie ale funcţiei lut Hessel modiiieate de speta a doua si ordinul 1/2 


ma | ne D (=) 


t 


| 
0,1 | 3 586167 51 0,003384 
0,2 2,294489 5,2 0,003032 
0,3 | 1,695161 5,3 0,002717 
0,4 | 14928349, 5,4 0,002436 
0,5 1,073047 By 5< 0,002184 
0,6 0,887989 5,6 0,001959 
0,7 j 0,743883 5,7 0,001757 
0,8 L 0,629621 5,8 0,001576 . 
0,9 ^| ^^ 770,537123 15,9: 04001414 
1,0 í 0,461068 6,0 0; 001268: 
4,1 εἷς ο 0,397777 6,1 0,001138 
142 ,. 0,344000 6,2 0,001022 
3 | 0,299575 NO 0,000917 ' 
1,4 0,261206 6,4 0,000823 
1,5 0,228335 . 6,5 0,000739 
1,6 0,200045 6,6 0,000664 
1,7 | 0, 175604 6,7 0,000596 
1,8 0, 154416 0,8 0,000535 
1,9: ,0,135995 6,9 | ..0,000481 
2,0 0,119938 . 7,0 0,000432 
DT 0, 105909. TA 0, 000588 
SOND 0,093627: 7,2 0,000349 
igo, 3005 0,082855 73 . 0,000313: 
2,4 0, 073392: 7,4. 0,000282.. 
‘2,5 0, 065066 2.5 0,000253 
2,6 0,057731 7,6 '(), 000228 
2,7 0,051261 g. 1 0,000205 
2,8 | 0,045547 2.3 0,000184 
2,9 | 0, 040496 7,9 | 0,000165 
3,0 0, 036026 8,0 0,000149 
3,1 0,032068 8,1 .. 0,000134 
ap, 0,028559 8,2 0,000120. 
3,3 «0, 025447 48,9 ‘0, 000108 
3,4 0, 022684 . 8,4 l 0,000097. . 
3,5 ^... 0,020230 8,5 0,000088 
3,6 i 0,018049 8,6 0,000079 
37 0, 016109 »8,7 : 0,000071 
3,8 0,014383 8,8 0,000064 
3,9 0,012846 8,9 0,000057 
4,0 0,011478 - 9,0 0,000052 
4,1: | 0,010258. NP i 0,000046. . 
4,2 | 0,009171 9,2 - . 0,000042: 
43 0,008201 9,3 0, 000038. 
4,4 j 0,007336 9,4 0,000034 ` 
4,5 | 0,006563 E 9,5 | 0,000030 
4,6 |- = 0,005874- :] 9,6 | 0,000027 
4,7 0, 005258 $ 9,7 0,000025 
4,8 0,004708 9,8 0,000022 
4,9 0,004216 9,9 0,000020 
5,0 0,003777 10,0 0,000018 


ἐσέ 


6, 4, Aermocondvetia hestationara conservativa — val 


In sheets aa interi ioare Ide cáldurá din domeniul de influ- 
entá termică a unui lacolit semisferic, termoconduetia radial- sferică 
în acest domeniu: se confor mează ecuaţiei ^ 


Au? Pisa Y. a ΚΝ 
PCs i 


| CERE 623 
0t qt OF 


obţinute -prin partieularizarea LING (6.2) pentru à =0. Dacă 
domeniul de influenţă termică a lacolitului. este omogen și izotrop 
astfel încît 0%/dr =0, atunci ecuaţia (6. 23) se prezintă, evidențiind 
coeficientul . de difuzivitate termică Χ[βόρ-Ξχ Ἂν aus forma.’ 


QT "3 à ar | 
= as = —p?—— ο. 3 6.24 
0t p T? δι { Or j- 1 ) 


Penti un | Jacolit a cărui în πιει termică se extinde de la centrul 
"sursei magmatice piná la. distanţa, R intr -un. sector semisferic-cu tem- 
peratura. pe frontierá T(t, R) =T menţinută, constantă sau varia- 
"bilă conform ecuaţiei (6. 33 se poate introduce ca funcție diferenţa 
de temperatură Tt, r) — To = Wd τ) si deci ecuaţia (6. 24). devine : 


[EAD ue de s Bie Mw : (6.25) 


Această, ecuaţie. poate fi integrată prin metoda separării variabilelor 
(Iordache. și Smigelschi, 1981), căutînd o. soluţie 0 = O(t, r) = 
= C(t): fg (r) care să satisfacă ecuaţia (6:25) 


e dc 2 zd ovde 


PA ο vw E dr dr? 


si separind variabilele in expresii egale cu o aceeasi EHI hetinuty 
ea, negativă, pentru a fi acceptabilă din punct de vedere fizic, adică, 


ag 2 αρ re 


ZT dine: rR "dr ὦ dr? 
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Prin urmare, se obţine o ecuaţie diferenţială ordinară de ordinul 
intii 


a "ic- 0 


dé 


cu solutia l 
- TA) = Οᾳ(λ1)ο- a 


Şi o ecuaţie de tip Bessel- 


esce + 2r PT Ai 0 
dr? dr an 


care prin schimbarea de functie: (.,— rR, i se aduce la. forma, 


(sd Eu = ae e(e- 
dr? 


Lye ee 


3 +g αρ... - ARs, ee (31 , 
λες πε λ ar)? —[—]| |Ry=0 
OA dar) E Aid ce 1! E bud ^ 

eu soluţia generală - 

R,( Av) = COM ue Qr) -+ €, AYY yo( Ar) — Gu) Jia) — Cs (AI ~1/2{ Ar) 


sau 


! 


Eu 9' ya l 
RE |i), =e [os xe - } sin, Ar. — Ο.Χ) En eos | = 
| RAE. ο... 


ion sin Ar δε... COS. AF a 
JE a0) “- = — O32) — J 


unde sint utilizate μι (Sabac, 1965; Iacob et al., 1981) | 


Ὕγι(λτ) = στα το (Ar), 


| (Ary?*?1 | i D 
Ji (Ar) = YOR 4L 11 ho. 
« ux τ) = y vi Wm "Qn 4-1)! ys TAT 
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-Sin r 


sh 


J 1ο "de πε 008 Ar. 
TE 3 
Soluţia 6(t, τ, ^w (edm ae R (r, ^) se retine deci eu expresia: 


(t, r, 2) => ( δ mm A eo, 3) XS. 


| ed ea Si) ALL πω) ES qut. . (6.26) 
πι or jx BEDS ή A. 


Daca, in domenial de influență termică a lacolitului, diferenţa de 
temperatură O(t, τ) satisface condiţia iniţială  O(0, r= f(r) pentru 
0 <r < R şi condiţiile la limite O(t, 0) = finită si O(, R) =0 pentru 
t > 0, atunci din (6. 26) 'se deduce că B= 0, Ay = nn] R si deci 


| 2 -MZÉ SİN A,r _ 
θ, (t, r)= re ELE e = 
tna. ἀρ Y 
ets y απ 4 | 2 
LA Ὁ E 3i nodi: 
== e 282 x Hs Lh] 12 σα 
4n? Tr EO 


astfel incit soluția e(t, r)z X Onl, r) a ecuaţiei (6. 25) este de forma, 


| Ot, v) =] ZE Ar „ga ale ia - 


HE sin (6.27) 
haha x R 
În această, soluţie, coeficienţii /2R/nz* A, se determină, potrivit 


condiţiei ii o prin funcţia îm pară 


E r) Hi Y JUIN sin Lt ! 


n=l AT 


a cárei.expresie trebuie sa ‘fie identică eu. dezvoltarea ei:in serie 
Fourier pe intervalul de la 0 la R (Jackson, 1941; Stuart, 1961) si 
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implicit 


g | R 
ELS yo αν τας 
sau | 
ον MankRb 1: 
top Vale pene Ἢ ară ag, (6.28) 


Dacă diferența- de temperatura: O(t, r) satisface condiţia iniţială 6(0, 
ο) f(r) pentru 0 «τς R si condiţiile la limite 


im | gu tat e =i τας —0 şi lim 0(t, τὴ =0 
[ roR 


r20 or | r0 Ole. 


pentru 1 > 0, atunci din soluţia (6.26) si din derivata, parțială in ra- 
Ῥω cura "produsului r - O(t, r) preluată sub forma 
[kr t EXAM i iN 8 Ht. s 
(9 S6 “JZ [ά(λ). eos Ar + BCA) sin λτ]ο él 
E m 


rezultă că A =0 si A, = (R 1)z|2R, adică 


"61 r) E ΝΗ B αλλο „- COS Am = 
nV? | πλ, 2n Bg o 
e - | R k^ B, e e η Zi / oun (2n m 1}πι Ἂν 
Qa Fi +i r M uh 
unde MET UY „Bas oo. Insumind soluţiile particulare, 0,(t; B. se 
obţine soluţia "căutată i 
ij co | Diz n (2n--1)?z? Dr 
O(t, r) = Y O,(¢, r) = Σ,- "s -e age, M ν 
n=0 n=0 πο 
Et CR DAE 


(6.29) 
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in care coeficienţii —(2/x)V R/(2n + 1)B, se determină prin; inter- 

mediul condiţiei iniţiale transpuse sub forma functiei pare 

r6(0, r) = rf(r) = Y TUE g: Iae B x | (2n. + 1πε 
n=0 T OP ml 2R; 


cu expresia corespunzătoare unei dezvoltări in serie Fourier pe inter- 
valul de la 0 la R; astfel încât -- | 


Poo 3 | 
T | 2n Fi: PIS ἐμ -AAR 
0 ^ 
sau 
B, "M Bui ue cos AES ag, (6.30) 


În cazul termoconductiei radial-sferice -nestationare conser- 
vative cu fluxul Q = const. dintr-un lacolit de rază neglijabilă într-un 
sector semisferic omogen ‘si izotrop cu extindere presupusă nelimi- 
tată în care temperatura T(t, r) satisface condiţia iniţială Τ(0, r) = 
= Jo = const. pentru 0. < r.< co şi condiţiile la limite l 


lim | e SEE) o -şi lim T(t, r) = finită, 2 


T0 1 i or rd D ee 
pentru 1.5; 0, ecuaţia (6.24): preluată cu notația T — To = O(t, τ) 
sub forma (6.25) si cu condiţiile θ(0, r) = 0,-lim [—r?09(t, r)]ór] = 
| Γ-»0. 
= Q]27ž si lim O(t,r) = finită se poate integra prin metoda opera- 


țională a transformatei Laplace (Doetsch si Herschel, 1961; Kirlov 
şi Skoblia, 1968 ; Jaeger si Newstead, 1971). Potrivit acestei metode, 
se operează în: raport cu variabila ¢ prin relaţiile, 


a 4 


„2 [9t 1)] = | 0 (red = O*(p, τ), 
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οὐ 


L| — | = — ο di = g0* (ο, τ) — 0(0, r 
A f E 20% (251) — 90, r), 
(X i | 
T κ 
si e [I-A enar T 
‘Lar Ay h ος dr ; 
t 10, | 


, 2 | 2 (yk 
af ina 20 gy Ὁ 
Or? Or dr? 


ZW ^ 


prin care ecuatia (6. 25) cu condiţia iniţială θ(0, T) = 0 se transformă 
în scape opera eua 


νοκ σας ο RENI T 
"n r dr ^ dr 
sau , | r 
" d20* — del! | 74: κ 
r? d*0 Ze 2r RE | ee r?0* — 0, | (6.31) 
dr? dr | X 


iar condiţiile sale la limite devin :- 


1 


/ Dk l i 
Tim (See = aul ay 
τ-0 | l -dr ἀπλρ. 


m px m e), = finită, 
Recurgind la ullibabasba de functie 0* = p-V? O* si tinind seamă ci 


105 . uO .4 E 


| uU ----. p 3 Qi 
dr- „dr ; 
Şi 
d26* m 1 4:0» aD r 9? do* d 3 —5/2 © k 
dr? dr? db 7 owEM S 


ecuatia (6.31) se aduce la forma ecuației ζωής Bessel modificate 


E 


2 (x ας. | 
“aot απ -(£r ejerce 


dr dr. X 
sau i 


(8 σσ Προ, 


care are soluţia generală 


ο ο το 


unde I; (r//2/3) 51 Eus (V217) 3) sint functiile E Bessel. modificate de 
ordinul 1/2 si speja îniiia și respectiv a doua. Dacă se revine la funcţia 
0t = p-12 Θα prin: care solutia generală. se transcrie sub forma 


ΤῸ 


ead) τ. 


şi se impun condiţiile la limite 


aes I ye aote Val. Lp 75 | 
(λαοὶ \ ΤΑ) o cyan) 1 259325 Xo 
He ofr [3- = finită, 
A Vaz co! χ na 
atunci se găseşte că A --0. si B --Ω/(πγρ as /î]p) deoarece 
[ee γε] -ο 
(eV 71% ) νου. χ X 
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şi respectiv 


um [fr YB ale Val) ke veti he 
(Vara LON EX, d(r lax) ji ru 


ym. Ως σκορ 
Ce Varz νο . uu at draj) Ji ; 


=. E lim, γε). 


2 


Ca urmare, soluţia, ecuaţiei: operation 
funcţia «imagine» i Puia 4 


ale (6.31) este reprezentată prin 


or =- i7 εκ, — Ky, (=): eto 
nial anv) Zp ; A 


sau 


0. ola We 


O(a, r) = as 


(2 0033) 
: | 
căreia îi corespunde, potrivit transformării 33 din tabelul 4.2, funcția. 
«original» θε τ) = 2-7[6*(p,r)] cu expresia — ^ ... : 


Tyr 2 xt 
"(2 χι) co | 
= 9 | — ND ο-ξ dë | = 9 | eo? 4ξ. (6.34) 
2n“r y THE VY 
v (eV Ge). 


Această expresie a distribuţiei temperaturii se poate compara cu 
cele deduse prin'alte metode si cu alte condiţii la limite pentru termo- 
conductia radial-sferică nestationará conservativa in medii presupuse 
infinite, semiinfinite sau finite (Landau si Lifchitz, 1971 ; Mikhailov, 
1980). j | 
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6.5. Termoeonduetia nestationará neconservativă; +. 


Ecuațiile termoconducfiei radial-sferice nestationare neeonser- 
vative se prezintă, de regulă, sub formele (6.2), (6.3) sau (6.4) cu con- 
ditii date prin. valorile funcției T(t, v) sau. O(t, r). la un moment initial 
pe domeniul. de’ termoconductie şi prin: valorile funcției (de tip Diri- 
chlet) sau ale derivatei sale. normale (de tp Neumann) sau încă ale 
unei combinaţii liniare a funcţiei si derivatei sale normale (de tip 
Fourier) la limitele domeniului pe durata termocondue(iei. | 

In cazul termoeonduetiei radial-sterice ^nestafiónare necon- 
servative eu fluxul ( = const. dintr-un lacolit ‘de Tazá neglijabilă 
într-un sector semisferie omogen si izotrop cu extindere presupusă, 
„nelimitată ;în.- care -'ereşterea ^de: ‘temperatura: Τι) = T(0;r) = i 
= T(t, v) — To —:0 (t, r) satisface ecuaţia (6.3) preluată sub forma’ 


πας im ντ. Ie. 


4,4 08.2300. p. 
αχ Ot i Mr) OF Ὀζί. 


-'s (6.35) . 


ca condiţia, iniţială 0(0, τ) =0 pentru Ὁ < r < co si cu condiţiile 14 
limite lim [— x200(î, r)/9r] = Q/2x7 si lim O(£, r) —finitá pentru 
i το. ' SiL ; : r=00 


t:> Ὁ, se poate utiliza metoda operaţională à transformatei Laplace 

(Widder, 1946; Parodi, 1948; Jeffreys si Jeffreys, 1950 ; Thomson, 

1950; Wagner, 1950; Haller, 1953 ; Ascoli, 1956 ; Churchill, 1956 ; 

Ditkin si Prudnikov, 1974), multiplicind ecuaţia (6.35) prin 674! şi 
„apoi integrind-o în raport éu £ de la 0 la oo după cum urnieazà : 

nn e-? dé — 3 ο e—2! di =| oe en?) dt = ο” dé. 
X ) δι a WY GBF | Ore | 

0 A. 0 


x [Re 


Prin intermediul relaţiilor | E - 
Vt ne dt =2 [O(t τὴ] = 9*(o, x), 


(os 


Mete η. 
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| Grt eaga Hl 
Ke <= μη ar dr 
0 ἃ Meg os of m 
"TH Ἔ i dr? 
i i} fat = Ul = 
τ t i ὶ [ Yn 
precum gi al contlities trials 00, Ὁ =; codd (6. 35) se transformă 
în ecuația operațională 
αμ: 240 dor a 
X r dr dr? xo 
sau e fa = aoe | 
" d20* ` θ4 m ασ | 
m iode wi rM aA" ue] —l0 ons 
dr? |. dr Pip HR Χφ | 
cu condiţiile la limite lim [— "T (2; r)/dr] = Q/(2n%p) si ga 0*(2, τ 
= finală, Întrucât diz) lär =0 și d(ü]Za2)]dr =0, “urmează „că 
ecuaţia, (6.36) poate fi reluată: sub forma / 
Vo Rd: [0% — (63/592)] 1ο) ALO — (alia — — 
r T AEG Te Y EE T v 
X d(rl/a]z)* VU). drlalx) 
: = mi 3 M". 
! wa Ja (ο sap )=o (6.37) 
ZUS Zaj. ^ 
(7/22) | | Q E 
HWY x Wate x 


cu condiţiile là. limite 
E em A 
MU 
ΠΠ; alr V217.) 


VA ) «νο 
267 = 


lim (o — - τ = finită. 
(Vor M E 


Prin schimbarea de funetie 


eare implieá 


gi 


d*[0*— (χ/βρ5}] -( yey" aor 
ἀ(χγα/ Ὁ». A~ etre? 


p 
US te gre 
y^ mate aD 4 A Tex | 


ecuatia (6.37) se aduce la forma ecuaţiei lui Bessel modificate 


ον at - [HIST Ge 
X) d(rlalx» Hy dela c T BP PST 
cu soluţia generală | | 


6: (: |+)- Aly, (: ys) + B Ka (r B | 
χι [κεν A A X 


— 1/2 ny ae l TN 
(JE (e E) =a, (s 2) Bxi.(e/2): 


unde σα στ rl al) eri 


sau 
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sint funepaile- tui Bessel modificate. de: ordinul 1/2 st | speța inttia şi 
ui adi a-doua. Tinind seaină că functia ' 


Pee τς zi Ayo Ve V dl τι yal y --- 
πρ” CVs) | Yz ii it E χ 
E d | (6.38) 


trebuie să satisfacă condiţiile la limite impuse pentru ecuaţia (6.37) 
şi că functiile liniar, ie pi ον care o constituie se pr ezintá cu. 


limitele 
—i-uà o f qp 
= (RIB) 
(Viz ) νο. " 2; | wig x. 
şi, - a, 
lim afin sok diya) yo Ky pu 
e ρα) οἱ NF XJ daban | 


"E 


( Yorz)-o i = > 1 ee 5 > 


-5 lim ţi eel- ΛΝ 
πο v OW 


se deduce respectiv: 


A =0, B=. 


nial IZ |p 
şi deci . δ; 
ge a EX. 9 ela 
; Xo? 2m pr 
Sau 


.— (6.39) 


z ET δα 
sey) αρα ον 
27 VAT 2 pa 


NI 
P 
ts 


“Potrivit transtormăr ilor 33: şi 14. din. tabelul 4.2, pentru inagis: dma- 
gine» (6.39) se găseste funcţia, coriginal » (t; ry, —: £71 [0* (o. r)] 
exprimată sub forma, | 


E | ει. αὶ s t j 474 b» ΠΠ : bra 
5 1 A o, r= Q ei c = ) πι E (6.40) 
We c «xxr 2yxt x 
în care 
Ἂν, 9 9 
euis Ge ΠΕ e-E dé -ΞΞ-- e-E dë 
Vi yz | Ys. | 
: Ir. ΠΡ 


este complementara funcției Aprils cu "valorile uzuale înserise în 
tabelul 4.3. à 

Dacă termoconductia radial-sferică nestationari neconserva- 
tiva este datorită unui lacolit cu domeniul de influență ă termică extins 
pînă la distanța R fatá-de centrul sursei magmatice ȘI creşterea de 
temperatură on ο 3 în acest domeniu satisface : ecuatia (6. 4) cu condi- 
tia iniţială 0(0,r) —f(r) pentru 0 < r € E şi cu condiţiile ] a limite 
e(t, 0) = finită, si’ 674,22), = 0 ‘pentru t> 0 atunci se poate aplica, 
metoda separării variabilelor, recurgind^ m o soluţie E r) = ‘C(t)- 
-(Q(r) prin care ecuația: (6.4) se aduce. la forma 


Cg demo agro due "Ug 
| A dix i; at ο ΜΜΕ Bey 
| ο ομως ο μμ: 


2p dr p Rar? 


x? 
9 
= 
en 


unde se evidenţiază ecuaţiile diferențiale: . 


qc 7: 
Xe mE 
--- te ων yi 
și | | 
SERT. 7 D 
pă E -Krep = 0 
JE ar =L = lt 


Întrucît aceste: două; ecuatii, diferențiale au „Soluțiile... r 
| Tl, x) = Ce iE 
si respectiv: . ie 


ad 


urnieăză că soluţia O(t) r, A). = C(t, X) "ία, X) se constituie astfel A 


: $ 
| (t, v, A) ils «(e €, Sli, ir — 04€, BP οφ 2] en (81424) - 
; TA y r m Pg IY 
1/2 [4,44 sin Ar R TY g ye S 
TE ZX A(X) —3 B( λ) a SER e- O/B +22) xt - (6.41) 
: TOT μας | ea ..... | 


Impunind condiţiile la limite 6(, 0) = finită” οἱ Olt; 19) ,—0 pentru 
t > 0, se deduce respectiv οὔ B =0 shi, = nz|R, astfel încît soluţia 
(6. 4) se retine cu epres 


Aili H πμ, Ἂς n*n N n ; 
Ὁ A, "| ας URS je VID RES S 
Zg τ), = BR S πεις 
nti 
iar soluţia generali X, r) = ut ra ecuaţiei (6. 4) se αν 
H nel. * ps i P 


sub forma. t4 


cu condiţia iniţială, 0(0, r). = ΝΕ win feels ampara. 


n=l 


£0(0, r) = τα) = SJA aR 4, sin SE pe 


potrivit căreia coeficienţii: /2R/nz2A,, se determină prin formula 
(6.28). Dacă termoconductia radial-sterică nestaţionară neconservativă 
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se conformează ecuaţiei (6.4) cu condiţia iniţială 0(0, Pn = = f(r) ui 
O<r< αἱ cu conditiile la limite | 


lim [Γ0(ἑ, r). + rd 0(t, r)Jr] πο {d[r0( (t, r))/âr) =Q şi lim O(t, r) =0 
τ-»0 


pentru î > 0, atunci soluția (6:41). se reține cu A: = 0 εἰ Aye= (2n + 
+ PR, adică 


: E 1 E (2n-- 1)232 by 
9: OB UA SY. = 2 |? (2n 1 TE 
0,(t, r) EU REM em d pad I-A B 4R - COs’ ( 1 ) J 


T 2n 2n +1 r 2R 


iar .solutia generală e(t, r) = y 0, (t, Y) se exprimi sub forma 


ri =0 
| i ΠΟΣΟΙ 
ο κκ Sedna raBiicthess ef i idea, 2n i y 
ΠΕΠ deo e eed e R Ba, [2 4R? ] să Rd à rl) 
AD n=O ` Tis 2n +i r s : 2R 
(6.43) 
în care coeficienții — (2/7) BRI2n +1) B, sint determinati prin 


i orase lau (6. 30); corespunzătoare. funcției pare. 


3, R (2n i 
r0(0,r) —rf(r — Vv == B, cos ————————— 
(0, r) fr) DE Tn Ἔα 21 2R 


identificate prin intermediul condiției inițiale θ( 0, τ) = f(r). 

| In cazul. termoconductiei radial-sferice nestationare | ‘neconser- 
vative cu fluxul Q = const. dintr-un lacolit de rază neglijabilă intr-un 
sector semisterie omogen si izotrop cu extindere presupusă nelimi- 

tată in care creşterea de temperatură satisface ecuaţia, (6.4) cu con- 
ditia iniţială 0(0,r) =O pentru r 2 0 şi cu condiţiile la limite 
uu [—r200(7, τ er] τοπ: si lim (t, r) = finită . ‘pentru 4.» 0, 


se Qus recurge la metoda. transformatei epipon -operind in raport. 
cu variabila ¢ potrivit relaţiilor 


L0, α)] =È θα) e^ de = θΡίᾳ, τ) 


(y 
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“ale - LN dt AP. (a, r) — 0(0, τ), 

; οἱ. Οἱ TI 
0 

unde θ(0, r) —O prin condiţia iniţială. Din transformarea integrală 

a ecuației (6.4) sia condiţiilor sale la limite rezultă ecuaţia, operațională 


A. big. age | aig» μαμά 
i r dr “dr? i 
sau 
120: - * ; 3 | . 
12 SIR or Sua r2 [5 i) e* =) (0.44) 
dr? „de χ p? | 
SU TA Ops r) = 


cu condiţiile lim. [-- r'd6* (a, r) r)r] = Q/(2n%) 
0 
= finită. Efectuind schimbarea de functie μα Κω si tinind 


seamă că 
ας κ 
Αν ει 49 d. r-3/2 Q* 
E dr 2. 


si IR. 
d*0* = p—1/2 «565 ET r- 37? de* +Š rp 5/2 63. ok a 
V dr? E dr 


ecuati ia ‘operat ionalk (6. ore se tl 'anspune: edo forma. ecuatiei lui Dessel 
! 


modificate | | 
d20% 00% p (a^ 4) 1 
dr? dr | (2+ m tT | | E 


sau ^u celer, s 
d a 13 ES ; | 
que oe uae" 
B: ug Val? ας] my 


TEES i) ΠΤΙ Its «Gre 


cu solutia gener ali 


θην B + ε ἔπη = tale paest Es 


care, Se. reţine, ‘conform schimbării « de. dunetie. ο =. re ο ‘astfel; 


“(Eee 
πο e o 


unde Lela + 1/5. gi Knel στ 5) = πια Walz S 


cent! Pt + UB Sint funeţiile lua Bessel modificate :de bilinu 1/2:şi-speta 
intiia si respectiv a dowa. Dacă se impun - ο e la limite:-pre- 
luate sub for mele 


, * A 1 Fi : "i. " 
JA dE IE + i = finită 


( c V o) 1183) oo 


n ban qua | | "tb 4 : 
(Voi eai) A cb Ii zi): s aoya[ AS Pei © 
ame POX. Be. 


cărora le ο. όν τόν = ney la - limite d 


T^ 


‘lint 


(x ell Tres LU — 
(s ΜΝ g f Vere + x) x 


gi. 


Ata SATEST S PERO = 
. τ d Vali +182) 


T ἃ lim: 2 ( ETE 
Το ΠΩΣ +1/B#)-+0 


μαι (st TES. ο 1 @-1) 2/2 za, 
drla + 1/B2) . LL 
i E lim | 
2 


Ds ΠΕ i 
( Verz +1/62)>0 χ B? 


í 
3 


atunci se deduce. că ᾱ- --0' și B= [Ola -“ργοπ)] (Vale + ΤΠ 
astfel incit solutia (6:45) se retine cu expr esia 


"usen ὑπ 


=)= Q- e~ Ες 


Tgr 
- sau 
| | ppm ΕΣ 
E (e r) = —— e) 
rib φῇ δ Sad RI n | 


2 


indo solutia. ecuaţiei operaţionale (6. 44) este reprezentata prin 
funcția. «imagine »:(6. 46), urmează, cá:solutia căutată pentru ecuaţia 
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(6.4) se exprimă prin funcția «original» 


πο. ΤΕ bl lel. (6.47 


Οπτ 2 


Prin intermediul transformării 30, teoremei 3 si transformării 8 din 
- tabelul 4.2 potrivit cărora Ll]! i 


L-1 [ο-( x) Yr] =e E 
la 2t zx t 


SAC CAEDE 1 = emit P re-tU/4xt 


2t] xxt 
şi respectiv - 
Ry 3 , : t A E 
"kp πε Sawer. Gm. | — 72/43 — t| B3 
PET EN SO Z) γρ] SOMES ie gy 
τ aa, of IEI Ea 
se găseşte că soluţia. (6.47) este de forma 
" i t = Äi Acei 
^ Q T ϱ-τ/1Χἰ- X (tB 
e(t, r) = dt = 
c "Axz/ny Me 
; 0 ii " 3 
i n οὔ * 4 
i --ᾱ--Γ/ 455. 


τα =03/4X£ 


6.6. Aplicaţii: 


6.6.1. Să se determine fluxul de termoconductie dintr-un lacolit activ 
într-un sector semisferic omogen si izotrop cu conductibilitatea ter- 
mică de 3,00 W/m -°K, presupunind termoconductia  radial-sferica, 
staționară conservativá $i cunoscind că influenţa termică a lacoli- 


276 


tului este reprezentată 
479,84°K la distan 


~ 


in care € —3,00 W/m -°K, 


6.6.3.. Să ise câlculeze:productivitatea medie de’ căldură a unităţii de 
volum, in) cazul termoconductiei’ radial-sferice staționare. conserva: 
tive cu flux constant dintr-un lacolit într-un sector semisféric'omogen 
si izotrop en .conductibilitatea termică de 2,00 W hm. °K, în “care se 
înregistrează creșteri ale temperaturii de 410,02°K, 400,00°K si 
393,11°K la distanţele de :200 m, 300 m si respectiv 400m fata de 
centrul sursei magmatice a lacolitului. | | 
Rezolvare. Aplicind formula (6.19) succesiv pentru inter- 
valele de la Τι la ra si de la Το la r3, se obţine: EU US εἰ, 
(S — 99) mo (bor rb. 


2 CREER 


şi deci, hr ies 

ME. T Dia. și 

Ἂμ T — ων. r? — ri 
1 I3 543 1 


T5 RAS Tuam Es 


Deoarece z =2,00 W/m . °K] 9; = 410, 02°K, ^0, = 400; 00^K, 
θα =393,11°K, τι —200 m, r, = 300 m si το —400 m, urmează că 


400,00 — 39311, 410,09 — 400,00 


‘ 


400? — 3002 ..3002—2002 . .. m? 
In. “Ri eMEeupahu d 


-- κ ------------- ———— — ——— 


^ 1800 400 =` 900 300 
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6.6.4.. În conditiie. ter rmoconductiei radial-sferice staţionare neconser- : 
vative,cu fluxul Q = = const. dintr-un lacolit de. rază neglijabilă într-un 
sector semisterie de conductibilitate termică, % = const. si, extindere 

presupusă infinită în care pr oductivitatea medie de căldură a unității 
de volum este direct’ proporţională cu creşterea de temperatură si 
invers proporţională cu pătratul. factorului -de neconservativitate 


R= Const., să se calculeze factorul B știind că peintervalul:dela 200.m: 
la- 1000 m ‘fata de centrul sursei magmaticese inregistreaza pentru 
creşterea de temperatura: ο: „diminuare. end Gh it ey, vi. 

~-Rezolvare. Pott ivit formulei (6.22) aplicate pisa distanta 
r =r, $i r =r, la care se înregistrează creşterea de temperatură 
0 = 0, şi respectiv. 0 = 0n adică 


5 6 $ Q - ο n/B » 
1j Om Tj 
și | 
{ : —rs/B à 
» 0, = 9 η e 9 
T ax 19 
rezultă οὔ, EA X Ke 
> , Vata e inm 
An 
ERN | 
sau | 
ως : : ΚΑ mu: 4 A T 
t i r JIE al A 4; d 4 ντο ey D - 
ον n 
a 0.7 
4n Pia T 
| | $n. = ` i " 


Fiind date r, — 9200 m, r, —1000 m si (= 0,/0, = —0,01 sau 
8, oes 99,.se- e UM tm Bat os EI 


ta ti pork -- κοι! vh oo 


blu DNE νο πα N & 500 m. dw 
LM o το, Via gp In 0999 ------ ARO a ti lis t yd A dis 


6.6.5. - În, "sei "xai cod Hie radial- sferică “nestationare | con- 
servative eu Fluxul, Q. νὰ ODDS. dintr- “un, lacolit. de rază 


bilitate; termici on “de 2 19 Wim: “i, „eu. ‘difuaivitate termică. X. de 


219, 


1,25 «10-5m?|s si cu extindere considerată’ nelimitată în care eres- 


xl "terea: de temperatura: Ot, v) datorită lacolitului satisface condit ia 


„iniţială ^0(0,r) =0 pentru 0 < DOE condiţiile” la limite 


i lim Loss Un A(t, r)/r] = Q[2zx. si. lim. 6µ, α) = finită pentru, 420, Să se. 


dete mine fluxul de căldură Q şi timpul scurs de la apar itia lacolitului | 
pînă la un moment: dat t; eunoscind valorile de 3, 3K αἱ 0,5°K: ale 
creșterii de temperatură in momentul 1 la distantele: de 200: m um 
T espectiv 300 m față de centrul sursei magmatice. 

“Rezolvare. Prin intermediul soluției (6. 34) şi al ar rgumentu- 
lui- siu r/(2V Zt) ) logaritmate sub formele : 


bo 


le[rO(t, r] —lg pte [ete ( TET } 


lg re" ET E a 3) 


se evidenţiază, pentru Q/* = consi. X = const. si t fix, translatia: 
fără rotaţie a curbei representative a fncálzirii corespunzătoare 
funcției 


1σ[1θ(1, r)] = filg r) 


fata de curba teoretică (standard) corespunzătoare funcției 


[9 fya) 153 b 


Dacă se trasează curba, teoretică într-un sistem de coordonate în care 
sint înscrise pe abseisá valorile lg [τ(5}χ8} şi pe ordonată valorile 
lg {erfe [r/(2V Zt) )}}. din’ tabelul 6.2. (fig. 6.4,a), iar. punctele curbei 
repr ezentative a încălzirii într-un’ acelasi sistem de coordonate in care 
sînt înscrise pe abscisá valorile lg r si pe ordonată valorile Ig [r0(t, ν)] 
date respectiv prin lg r, =lg 200 =? „3010 și lg [r0(7, r,)] = lg (200 - 
-3,3) — 2,8195; ler, =Ig 300 EE 4771, şi lg [rs O(t, τρ) |. Sip (300 - 
:0,5) = 250761 (fig. 6.4, b ), atunci se pot. suprapune și elisa punetele 
eur bei reprezentative a încălzirii pe curba teoretică, mentinind axele . 
de coordonate. par alele, piná.se precizează, intervalul: de suprapunere - 
optimă (cel mai lung interval de suprapunere) a acestora. Indifer ent 
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: lg [ratt,ri] 


T 
SP ii 
n 
pd 
al 
bg 
"E 
1 4 
πα. 
` tt E 
5 TL E 
: ΝΗ. αὐ E BUE igr 
33 
vu 3 


Fig. 6.4. Curba teoretică (a) si punctele curbei reprezen tative a încălzirii (0) pentru inter- 
pretarea datelor din aplicaţia 6.6.5. 


Tabelul 6.2. 


Valorile uzuale ale loqaritmulul zecimal al epee funcţiei eforilor - 


(Gs) Drs p πε) de) 


— oco 0 | 

— 2,0000 —0,0049 - | . 0,0000,. |- — 0,8033 
— 1,6990 . .—0,0099 -- 0,0792 | — 1,0472 
— 1,3979 . —0,0200 4-0,1461, | L-1,3215 ! 
— 1,2948 — 0,0304 45000041 € " 4 — 1,6253 
— 1,0969 — 0,0410 | .2-0,2553 | — 1,9626 
— 1,0000 '—0,0518 | --0,3010 : | —2,3279 
— 0,6990 ^ —0,1094 4-0,3424 | :-2 72129.' 
— 0,3979 — 0,2429 | «0, 3805 | — 3,1549 
— 0,2218 — 0,4022 «0, 4150 | —3,6990 
— 0,0969 —0,5885 ᾿ | + ο | -L ee 


unde pe intervalul de suprapunere optimă, se alege un punct ale cărui 
coordonate | arti d WW! 4 in 


Ὲ (sys) ie [erte ( zi) 


see rp puc dont ήν 


reprezintă un set de patru valori utilizabile pentru calculul parametrilor 
considerati in formulele deduse. din solutia (6.84). și din expresia. 
argumentului său : 


lg —— ΙΕ ΤΠ, ΠῚ —1g | etfe | πε] 
pi | 2ly/5t 


A2y5st 
Astfel ca în figura 6.4 pentru punctul ales eu coordonatele ` 


r 2; a TC > ; r TA 
lg | ———|-—0.1761; led erfe — = — 1,4698 
P (ava) | Grae BL sys } «Mei 


dgr == 2,477] ; Ig [r0(, χ)] =2,1761 | 


ο 


ga 


lg (2/34) =lg r—] 


rezultă că 


de- Q9 9.1761 — (1,4698) — 3,0459 . 
reo TU T 
si | 
X Ig(2V Zi) =2,4771 — 0,1761 = 2,3010, - 
adică | | Ὁ 
— 4494, 80 m °K 
αμα ge e 


9ΥΠΙ —2003n.- 
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Întrucit x —2,9 W/m -*K gh os 4425 - 10-75m?|s," urmează οὔ 
fluxul de căldură Q. = const. si pul seurs de la aparitia lacolitului 
pînă in momentul 4 fix au respectiv valorile 


Q =I + 2,9: 4424,86 x 800064 W 
gi i M : ae d TUE x i ὦ . | i i 
' wie 


25: i ' 


6.6.0. Să se evalueze flüxul de termocouduetie. presupus constant 
dintr-un lacolit de rază neglijabilă într-un sector semisterie omogen si 
izotrop cu conductibilitatea termică de 3,50 W [m ^K si difuzivitatea 
termică de 2,028 -10-9m?/s, in condiţiile termoconductiei . radial- 
sferice , nestationare neconservative admise pentru. ecuaţia: (6.3! 5), 
știind că productivitatea medie de căldură a unităţii de volum este 
de 2 :10-* W/m? si că după 100'de ani de la for marea lacolitului, 
la, 400 m faţă de centrul.sursei sale ma ematice se înregistrează, o. ereş- 
tere a temperaturii de 0,38 K. i à 


"Rezolvare. Potrivii formulei. (6:40). aplicate sub forma 
Ss, Edit ὔ κ ame y xs ? f h DP > η A L 


în care z= 3,50 W/m -*K, 3 =2,028- 10-8 m2/s, p= ο. 1074W [m?, 
t- =100. ani ο 15576 -10? s, r —400 m şi 0.--0,88Κ., se: gi- 
seste, utilizind valotile din tabelul 4:3, că - 


ο eri are ete, χρῷ 


m gs ) 
2/2,028 -107° -3,155767 10%: jJ- 


-10-4 


"Pu 


xf mika: rag; 1075-3918 100) = 314308,9 W» 
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Ὅν αν «Totusi, inainte de a trece la examinarea princi- 
sso opiilor.de minim ale dinamicii, care. nu-sint atit 


"TET 


-de limpezi: şi de. satisiáedtoare.ca ale vstaticli, 
"Să examinám mai intii o alta: parte a' fizicii, 
care! constituie un domeniu oarecum: interme- 
έτη day: Bee diar între statică οἱ dinamică. Este vorha;despre 
Aeoria cáldurii, termodinamica Si mecanica sta- 
| listieá. Fenomenele despre. cure este vorba . aiei 
„sînt, de. felul următor ; sint puse în “contact sau 
; “amestecate substanţe de compoziţii Şi ‘tempera- 
‘turi diferite” si se cercetează sistemul total care 
rezultă. De aceea, aici avem de-a face cu tre- 
cerea de la o stare de echilibru la alta; dar nu 
ne interesează atit de mult însăşi această tre~ 
cere, cit starea îinală rezultată.» 


MAX, BORN 


7. Hidrotermoconvectia 


7.1. Ecuatiile fundamentale 


Potrivit reprezentării generale din dei ai di p itr orice 
„porţiune a crustei terestre constituită dintr-o tracţiune m, ocupată, 
de componente dinamic active şi dintr-o fracțiune complementară 
(1 — m,) ocupata de componente dinamic inactive, propagarea căl- 
durii prin conductie şi prin convecţie în crusta terestră se confor- 
mează ecuației de difuzivitate termică (3.36) cu forma 


2 dj = + eenmai grad T — div E erad T) = ᾷ 


in care termenul pom ăi grad Τ este datorit termoconvectiei caracteri- 
zate prin impulsul relativ τί nenul al unităţii de masă a componentelor 
dinamic active fata de impulsul considerat nul al unităţii de masă a 
componentelor dinamic: inactive. Mişcarea componentelor dinamic 
active se poate determina prin intermediul ecuaţiei termice de stare 

(1.13), legii de termoconvectie (3.21) si ecuatiei de continuitate (3. 35). 

Din ecuaţia termică de stare (1. 13), in care i 


ag — 08 ar+ 2e as 
Gf Sari F 


 "se-identificii K ues 


(8.05) ssl i eT ave ap 5 | | | 
pee COA) πι Mem te idu am 
Borm rS μα αι... 


Preluind. legea de tepnap a epe (3.21) jsub, forma, í 


| i 
|n sp seg , £z 


jaa &ocqr-—aTe T 
|J, PCy UM =, — zs mad p+ È a grad à 
lin αν (IRRE SNe 25 


πο 


şi explicitind, pe lingă DUE acheté de ην Five) termenul 
Socii hi E potonji alg SOLDE Hon 


οκ LN IX M Se 
= + KX? gradi, — ——— 
Cs κ νο τ εἰ Opt} 


unde —g grad z = j reprezintă acceleraţia gravitaţiei, dar. neglijind 
suma celorlalți termeni ai gradientilor de concentraţie a componenților 
chimici, de potential electric, de, potential magnetic ete., adică 


n SU ^ 
rA AJ grad ὦ, =0, 


se obţine relaţia 


"T zo fl-—& " | 
ρορτη εί = — x mE grad p 4- ggrad e) 3 (1.2) 


În sfirsit, potrivit relaţiilor (7.1) şi (7.2), din ecuația de continuitate 
(3.35) se deduce ecuaţia de difuzivitate 


sah- +4 A tai] — = [ uà grad j ramă) 0 


ot ôt gh ϱ 
| (7.3) 


corespunzătoare propagării din aproape în aproape a interacțiunii 
particulelor de componente dinamic active prin componentele dinamic 
inactive (Lee si MacDonald, 1963; Wang, 1963; Andrews si Sleep, 
1974; Lubimova si Nikitina, 1975; Lubimova οὔ ay, 1976). 

in cazul hidrotermoconvectiei (Bird et al., 1960; Luikov si 
Mikhaylov, 1961; Luikov, 1966; ; Kappelmeyer, 1968 ; Van Everdin- 
gen si Hurst, 1969 ; ‘Chan şi Iv ey, 1910; Landau si Lifchitz, 1971 ; 
Holst şi Aziz, 1972; ; Truesdell şi W hite, 1973; Helgeson şi Kir kham, 
1974; Aladiev et al, 1975; Faust şi Mercer, 1975 ; ; “Garg et al., 1975; 
Gringarten şi Sauty, 1975; Hurtig, 1975; Kassoy şi Zebib, 1975; 
Lowell, 1975; Renner ct al, 1975 ; "Delisle et al., 1976 ; McFarland si 
Murphy, 1976; Davis si Lister, 1911; Straus si Schubert, 29715 Wer- 
ner si Balke, 1978;  Kappelmeyer, 1979; Albu si Pricájan, 1980 ; 
Bories si Podaire, 1980 ; -Castanier et. al., 1980 ; Lawton et tal, 1980; 
Suter, 1980 ; Albu şi Enăchescu, 1981; Hoffer s, 1981), m, are semni- 
ficatia porozitátii eficace (cedárii specifice) a uneiroci poroase sau 
fisurate prin care apa dinamic activă cu masa specifică, e si-cu căl- 
dura specifică c, se mişcă cu Viteza de filtratie mii determinabilă prin 
inter mediul ecuatiilor de mişcare cunoscute din mecanica apei | subte- 
rane (Muskat, 1946 ; Schneebeli, 1955; Houpeurt, 1958 ; Ward,1964 ; 
Sunada, 1965 ; Rumer, 1969 ; Albu, 1981). Pentru hidrotermoconv ec. 
tia într-un str at sau sistem fisural de grosime Jf situat la adincime 
accesibilă, cercetării actuale, sint satisfăcute, de regulă, condiţiile 
impuse prin, aproximările 


inns 1. ΟΜ (TA) 
ΤΗ OL. ^ 
ot ee wes die (em, My = 1 - (7.5) 
„(pe M) MODE a Meu: : 
3 ia grad p = grad = ) (1.8) 
P e 
Ae δυο OC gem.) (1.1) 


Οἱ a δν 
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şi 
06; i 
Οἱ 


+ îi grad e, =0 (7.8) 


ρος. αν, pe baza relatiilor a. 10), (1.11), (3. 7), (3. 8), (3. 9) şi respectiv 
dc,/dt =0. Prin intermediul aproximărilor (7.4) si (7. 5) precum şi 
al definiţiei coeficientului. de înmagazinare eficace (Albu, 1981) 


| c= 0(g om, M) i 


Op 


din ecuaţia termică de stare (1.13) si din relaţiile (2:20) si (3.7) care 
implică egalitatea 


a O(gm,) sina Go oma | 
'-------- c — mM, ---- m$: 129 
"m d em Ten (7.9) 


se deduce ecuatia de stare a. înmagazinării (Jacob, 1950; De Wiest, 
1966; Albu si “Enăchescu, 1981) | aus gu 


(om) . 2] 1, (gm) ax] 
ελ Mes 


op. πρ dp 


Sau 


ο eh € ()] (7.10) 
οφ. ML p ep 


unde p =(p/ge) +a + const. este sarcina (cota) piezometr ică cores- 
punzátoare presiunii p la cota z fata de un nivel de referinţă constant. 
Utilizind aproximarea (7.6) οἱ relaţia (3. 19), din legea de termocon- 
v ectie (3.21) preluată sub forma (T. 2) se obtine legea liniară de filtratie 


ουκ — grad {5 +2) (1.11) 
^ e. eesT A ΣΟῚ 
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19 — e: 239 


sau (Hubbert, 1940; Polubarinova-Kocina, 1952) 


i mä = — ια (7.12) 
in care se. evidenţiază conduelivilitatea SRO dat (coeficiente. de fil- 
tratie) . Mj , 


Af 


x "ai 4 Pd j Ad 
să ' m E 
Şi sarcina plezometrica . — z 
i |) ` t 
$ pe tet const. 
ge . 


în, general, sarcina, piezometrieit depinde atit de iemper aturü cit şi de 
presiune prin intermediul masei specilice a apei dinamic active care 
are expresia similară ă eu (1. 21) | 


go pa er IT TUB N= po p aids Y Elar 7) — πι Js 
: JE n=1 Ms. 


dar, intrucit ο-« Bars — Po ) < «(P — Ty) « 7 şi: deci 
em edi =: a X Tay 


urmează că viteza de filtrat tie mai holta fi calculată prin formula 


et Pi p i T | fiios : 
mgt x —SKegrad 4——————— —— —— +. Bs (1.13) 
(0 DES πα 1 | 


Potrivit aproximărilor (7.7) şi (7.8), ecuati iei de stare a înmagazinării 
(7.10) si legii liniare de. filtratie (7.12), din ecuatia de continuitate, 
(3.35) preluată sub. forma | i s 

' τοί oc m, ) 


E div (ge, mj) = 
t i ie ths 


=, cm s 4 div (em | ΘΗ͂Ι em ( +t grad J a 
X 0 
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Sau... p πο. ca "i 2 T ; > one nui: de 


| elom) E. + div (endi = 0 


op 


rezultă, pentru 0&[0t = 0, ecuația fundamentală de difuzivitate hidrau- 
Lică, “ΘΝ ! 


4" A 3 r 


sdh $ diy εν grad m -- ΠῚ Paloa 13 tena re αν 
sau 
S gb Le Sedi (M gr A »- = 6 Km N E d A (7.14) 
| T fu a CPN ERT ον μὴ 


corespunzittoare, cazului. general al curger ii nestationare neconser- 
vative caracterizate prin ch/ot 4 0. si, réspectiv | d( M eR8)/dt 40. 
Pentru un acviter (strat acvifer sau sistem fisural ας um pre- 
Siune, membrul secund al ecuafi lei (7.14) reprezinta debitul de apa 
transter ati prin unitatea de árie'a suprafetei de contact al acviferului 
eu euleusul sau acoperişul situ xemiperzieabil (semiietany) de condueti- 
bilitate hidraulică S grosime M” si coeficient de înmagazinare 
eficace ΕΘ’ caredl separă de un alt strat acvifer subordonat din punct 
de vedere hidraulic; Dacă agvifer ul subordonat din punet de vedere 
hidraulic isi menţine sarcină piezometrici constantă si egală eu sar- 
cina piezometrică iniţială De a aeviferului principal, atunci termenul: 
osun,d( M[o&)[dt se exprimă, potrivit legii liniare de filtratie adaptată 
schemei lui Hantush (dantush, 1956, 1959,1960, 1964, 1966 ; Hantush 
si Jacob, 1954, 1955); sub forma 
Pre E Cs η. Α΄ Die 
dt Vo: ny 


iar dacă acviferul subordonat din punct de vedere hidraulic 151 dimi- 
nuează sarcina piezometrică prin propagarea intirziatá a scăderii sar- 
cinii piezometrice a acviferului principal astfel încît unei variaţii > 
[ — 2 (8h)/dt}, d= a diferenței de sarcină piezometrică dintre cele două 
acvifere laun moment « anter ior momentului t ii corespunde cu intir- 

zierea. (ἑ — =) ο variaţie E! vaa(t — τ)[--δ(δ0)/δἱ]. dz & debitului 
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29 


specific transmis local dinspre aeviferul subordonat din punct de 
vedere hidraulic spre cel. principal, unde i 


T(2) 


reprezintă o familie de funcții cu parametrii A şi e obţinute prin 
derivarea, integralelor euleriene de speța a doua incomplete în care 
T(A).este functia lui Euler de speta a, doua definită pentru X —.0, 
atunci același termen eStm,d(JMje'&)/di la momentul t se exprimă, 
pentru 2421, sub forma generală 


1 
AUAA λ | 
asm (E) = — ον Ed (b — y ee q- 
di'\ ρα). POJWU ee |. 


0 4 4 


sau, pentru A —1 si implicit’ Τ(λ) =Y potrivit schemei lui Boulton 
(Boulton, 1954, 1963, 1965 ; Stallman, 1962), sub forma particulară 


E p 


PRm, ke baa) = — Sw | des Q7 9t. d. 
1 di - pK J * = Οἱ pi i TT i 
: 2d Aon 04 


Potrivit acestor scheme in care:se presupune că Dæ = const, eeuatià 
de difuzivitate hidraulică (7.14). se prezintă, introducind denivelarea: 
Do —:b =h =s, sub formele. sui) 


"OP bios d AF pi ina η μμ 

iet = Te (M grad 5) xs ο. : (1.15) 
^ 4 h i i ð a 
S-Ž — g div (M grad s) = — e < κ "o (t — 5y-1e-90-9 qe 
[x Ὁ; 3i dre qui T(2) Ot JOUM ws nt it as 
i40): 0 

(7:157) 

sau | 
s2 +S div( M grad s) = Sol (5 ) eet- drz: (1.15%) 

; : Mas σα à 
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Se conchide că hidrotermoconvectia într-un strat sau sistem 
fisural de grosime M poate fi determinată. prin div wa ecuației 
corespunzătoare de difuzivitate hidraulică (7 15), (1 5’) sau (1.15") 
şi al ecuaţiei de difuzivitate termică (3.36) idm. t forma 


po; E — pe, R grad h grad. T. — div (X giad. Di 
sau 

ος 00 

meg oh + ee, grad s kd 0 — div (κα ara 0)— B, 47.16) 
in care —S arse h = K grad s= mui reprezintă viteza de filtratie, 


iar 0 — T — T reprezintă Menta dintre temperatura T =T(t, P) 
la un moment dat t într-un punct P. αἱ aeviferului si temper: atura 
de referinţă Τα presupusă constantă pentru întregul aevifer sau, mai 
general, variabilă conform ecuaţiei 


e; K grad s gra 11. T, — div (X erad Το) — 0. 
FC; * gta 


] 
| 


pos 


et 


În cazul unui acvifer omogen si izotrop eu grosime/uniformi, 
ecuaţiile de difuzivitate hidraulică (7.15), (7.15!) sau (7.15”) si de 
difuzivitate termică (7.16) se prezintă sub formele 


Ay és di div grad s 5 Lok Ltr (7.17) 
a ‘Ot E. 
: bu Ὁ E. i, i 
et i — div grad s = — —— es VG) (4-}5}-1 ο 
ὃ | i 
| (7.177) 
sau | 
EA ha — div ta s= -ᾱ- LS eris ò de, e UE de! ΠΩ 
a ot RM etu Dm 
0 
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şi respectiv ! i 

5 2. j i 
50 θ6ρ ο ai UR T 
2 Bhatt grad s‘erad 0 —'div grad: ϐ = 


= y 
[ει 


STIS) 


x 


in care sint evidentiati HERR de difuzivitate hidraulică (de pie- 
zotransmisivitate sau de e ὋΝ a 


AMD 
€ 


sz M πα / 


şi coeficientul de difuzivitate termică: ` 


3 


factorul de drenantá 


Τη general, deis s Si waa 0 au dir ectii si sens suri V diente, adică, for- 


mează un unhgi J cuprins între 0 ȘI z, astfel incit produsul lor scalar 
are expresia, | 


grad s se grad 0— ] grad s l- {grad 6 cos d, i 


dar, pentru fixare a ideilor, prezentarea următoare a dearer ore 
vectici se limiteaza numai la caznrile extreme în care cei doi gradienti 
sînt coliniari de acelaşi sens sau de sensuri opuse pi deci 


grad sgrad 0 = + [grad s|- | grad 6]. 


Utilizind coordonatele carteziene (a; Y, 2), cilindrice (7, 79,2): sau 
sferice (τ, rd, ro sin 9) si particularizind pentru 


A 00 
grad s grad 0 = + ( ia y ga fe ag A aM ) 


δα οὗ Cy Oy ὃς Oz 


grad s grad 0= + Es Pay EPA LII SE 


03 00. és 00 ὅ5 -00 | 
ôr Or rdordo az δα 


sau 


[apf 085,08 T gs, .08 10s 00 
grad s grad 0 = + (m — 4 WT «M0 irse. καν ΦΡ — 
[i "Or. Gr roo τοϑ r sin ôo rsin 924 


ecuatiile d diriz kie hidraulică (7:17), (7.177) sau (7.177) si de difu- 
zivitate (aes UE, 18) se. aduc: resper tiv A.s formele 


2 


E QS a (08, Ope? δὲς 5 
θα te 


iS ere : (7.19) 
=a t i 4 


ua e Ga “|= το a, (L— 2 -16-94-? da 


a δὲ Nôs?" ay? eg KM TO) Y Voi 
: | 10 
(7.19) 
sau 
E Ma Ao.) ‘ πρ i i NE σα 
1.95 5 baje p πε ILE e "o ed | eai od a 
ac Ot oet δ! rae J Ra” 1Ο) ie 
à i | 0. i 
| Γή τ! (7.19"") 
şi Ut 
1 0 | fno X 60 δε, 00 R$ 
X ot "πο E dn Qv oy “by ^ ὃν [ὃν 
22 389... 03 n 
Ex λα. (7.20) 
st ENE ο as a | Si (7.21) 
a ôt ] "31! or r* 0g*g „022 Bo 
1 ὃς IV D CS ] ον 195 
PENES TEKENE 
α ο ΩΝ A Or fib? 0:1: 
; 1 UR E 
ae FRE Me) [E ο S oda. (7.217) 
SMVBOMY δε}. aa 
i 0 


sau 


1 ὃς 1 2 05 10%: | 025 
o> re ΠΑ ae m =" 
a δὲ r or Ory Mage / dz? 
KM at). 
f RET, ο. 
şi ς 
rere i ολ... 
x δὲ (35 Or r= r? 0pâp dz 02]: 
i asad. ος. Zea „a 
— | — — | 7 — — LL E 1.22 
i zi το ο 2 de? i EC Ore 
τὴ ie ££. i as [n xe 
a οἱ 15 or Or] x*sin € 09 09, 
ΗΝ. von (1.23) 
r? sin? 9 ôg? B- 


Bao i n E r? — 2) ΠΝ 
a ot r? δὲ | or r2 sin 9 99 Oo} 


E ο MW S RE ' Deal μι 
H salt * es ON (=) (t —'zy-t e-9t-? ge 
r? sin? 9 3p” « RM T(3) JVOt J, 

λω 


(7.237) 
sau ! 


lecs f 1-0 5) eal - en =). 
—— fy rr] e a == ==] Sind — J+ 
α΄ ks » or r'sin 9 69 09 ve 


s 2r 
NET ο... ES 2153 e-9u- dz. (1.23%) 
τ 51179: 002] RIP JN et Ji 

A Q0 
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=e us 6s 00 1 PIE 


x at Vor Or 7? 09 29 r^ sin? 9 29 0o 


1*0; f, 08] 1 jer, ð $03 4. ον 087 ϱ 
eiea 
r? Or dr, T’ sin 9 09 09]  r?sin? 9 0g? z 


(7.24) 


„Din aceste ecuații de dituzivitate hidraulică si termică se pot deduce, 
prin integrare, soluţiile fundamentale ale hidroter moconvectiei 
cor espunziitoare conditiilor initiale si la limite ale » sistemelor hidro- 
termale subterane: 


1.2.. Hidrotermoconveetia staţionară 

| hdd 
Intr un aevifer omogen si izotrop cu grosime uniformă in care 
hidroter moconvectia: este stati ionará conservativă, ecuatiile de difuzi- 
vitate hidraulică si termică numerotate de la (7.19) Ja (7:24) se parti- 
culari izează respectiv sub formele corespunzătoare coordonatelor, 

carteziene 

„025 035 . 0% 


ei 7.25) 
4. μα 032 | Hom 


ns Sa (220 00. δε 00 δε 00). 
09 δω |y y Ov O2 


0?0 620 950 | à 
πρι δα — 1.96 
| δω H- dy? + 003 ) ? ( ) 


corespunzătoare coordonatelor cilindrice 


= (7.21) 


1 153 1 δις 0% 


ôr pe p δα 
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gi 


το (ES do 1:0s 00 ὃς jr 
Or or’ ^" 09 dq ` Oz E: 


: 1.2, [109 yi, 11. «050. _220 Ll. 
{+ 7 ὃν ( “Or ταν ὃν. p 62? j= x ( | >) 


precum si corespunzătoare. CP BARIS . Sferice 


r? Or or resin 9 E3 i: r*sin?9 do? 
(7.29) 
şi | 
eee dos 00. ay FER 
TE or QE V τν 09. 09 râsin? 9 ðo 0o: 


ds fii, gar eor vo plos 40 vq mos 
προ TE rr © 09... sin 9 6a? | 


σαν (1.30) 


In apropierea unei fr ontiere rectilinii de alimentare cu apă caldă 
sau rece a unui acvifer mai rece sau respectiv mai cald orizontal sub 
presiune, hidrotermoconvectia se menține, cel putin provizoriu și 
local, practic neschimbată in plane verticale orientate după direcţia 

curentului acvifer si considerate 20a cu axa 04 .0rizontali într- -uni 
sistem de coordonate ‘earteziene (fis. 7. 1), asttel încît, pentru ds = 
= (05/82) da si 40 = (60/02) da, ecuatiile ai .25) si (7.26) se prezintă- 
I formele i IL 


2 ` 
| Peg (7.31) 
da? ΠΠ 
| , 06, sts δῦ. αἴξθλ.5. E | 
(TE zT 4 ID LED 1.32 
| HORA UR Cam 


E 


j 


GARAF! 


E 
i» 


“w=const.  : 


Uc 
bog | 
UL | ! 
— Dr 
| e | | > q=const. κ —— Mzconst. 
an i Β-εοσποί.. PR: 
? (em | 
i ο 0 ’77777777777777777777777777; "R 
H ο” lex >| 
ea rou 
m » x νι 
| «| | ! 
Bv i ——— — X2— — — 
IB à 
a] Fig. 7.1. Hidrotermoconvecfia vertical-plană 
NW | 
cu condițiile | 
pe aia 
ds 
πο ei sa = τον μα τμ (339 
Și | tF y 
ἀθία L3. | d 7 
lim (9) = lim [--ᾷᾳ(ω)]-- do = const. (7.34) 
a0] da, Ji x 220 "x n 


în care q şi d sint respectiv debitul unitar (debitul pe unitatea de lăţime 
de front) al curentului acviter şi densitatea fluxului de termoconvectie 
laterală. Prima condiție rezultă din integrarea ecuaţiei (7.31) si se 
utilizează la rezolvarea ecuaţiei (7.32) care devine: 


ρα dO . d?0 


Eo ΜΕ] (7.35) 
xM dæ daz? 
sau 
αρ) TS NETT: 
OT MEINT get SE 
απ F τα dz. (7.36) 
dz 
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Prin integrarea acestei ecuaţii de la x =0 la ὦ şi, conform condiţiei 
(7.34), de la -r gx la do/z, se deduce că 


"ao yo 
49 ο gee 
— = - =e 
πο (7.37) 
şi deci 
m ets = ge 
| Ja; αλλ IE C uM » 
ea euge Em. 38) 


Preluind condiţia (7.33) si ecuația, (7.37) sub formele 
Sa, OO 
RM 


gi E 
eed — 


osym onari 
ἄθ-- ῃ 30 ϱ αν da 
x i 


şi integrind mai intii de la αι]. ὦ sau de la x la ao, iar apoi de la 
Φι la $4, unde Vi X L < v, δε obtin respectiv formulele pentru scăde- 
rea de sarcină piezometrică 


aee. su S cbe xu «η ES) 


şi eresterea de, temperatură 


M ΜΝ βρῇ n PPh, i C 

92-9; — Mi (e SU pat dar = $3 τις po M 
PC pq Ορ : 

(7.40) 


Mecum si pentru debitul e eu al curentului acvifer 
Φα — a Ay 
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. 9 e \ 73 “5 w 
şi densitatea fluxului de termoconvectie laterală 


ρόνα (0, —.0,) . | 


of Pam: Bis X; 

ule “aM T e xM | 

in eare sint “introduse ‘notatiile s, = lim s (2), $4, =lims(a), 0, = 
7 Na Πρ ΠΕ ip peat es rok, [i Ekg wy fF 

= lim, O(@) şi, 0, =Jim θ(α)., 


Xx; x 


; qo 


7353.77 f 


X. 

In domeniul de i ifluentá à unui put singular perfect prin care 
se injectează apă caldă sau rece într-un acvifer mai rece sau respec- 
tiv’ mai cald orizontal sub presiune, hidrotermoconvectia este, de 
regulă, axial-simetrică şi deci raportabilă la un sistem de coordonate 
cilindrice a cărui axă 05 coincide cu axa putului (fig. 7.2). Pentru 


MEME ο 


Fig. 72. Hidrotermoconvectia- axial-simetrică 
i į Low i 


"Fu 


> 


contormează ecuaţiilor 


RAE erae (rte pee. {7 (7.43) 


ds =(ds/ér)dr si d0 —(0 0/0r) dr, această hidrotermoconvectie se 


4 Pep lp gfe da d, (a =0 (7.44) 
& dr dre oredr dr 


„corespunzător respectiv cu (7.27) si (7: 28). Dacă prin put se tr ansmite 
in aevifer debitul de apă Q- = const. si in sau din acvifer fluxul de 
termoconvectie Q, atunci ecuatiile (7. 43) si (7.44) pot-fi pr eluate cu 
„condiţiile uzuale 


ds. M» l d | 
Pa — E const. 004 (7.45) 
µ dr 27KM " 
πα 1 ο 
lm | e — = — πι =o παλ ανν — const. 
7210 | dr )=5 ZM rr. L- a MF Ink M 
| (7.46) 


Prin intermediul condiţiei (7 45) ecuaţia (7.44) se aduce la forma 


ZIN (et) ai (7.47) 
24M ἄν dr y 
gau | 
qo | 
du <j k PeR dr | | 
CÉud8- l7 EREMO pe (7.48) 
dr 


din a cărei integrare pe intervalul cuprins între r, si r rezultă cá 


OM DE το 
dr nx M To 4 
gi deci 
do m 
Q λίρα Sie Oo | s (0.50) 
0 
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| skntagnipds gondii ia, (T. 45) şi ecuația. (T: 49) preluate- sub formele 


EOR tum riag 
4 ds = ------------ -—— {Τί 1 
T i Απλα 
gi i } y ) 3 
i) | iat Ada” mi oi pe. Lea IH 94] 1 M o 
l Q SLAR zl 
dô = = ------ an 24M γ᾽ 223 M 4 
i DM i 


“mai întîi între 7, si 7, iar apoi între 7, si ry- ande rg < 7 Sire le 
se deduc respectiv formulele- pentrit scăderea de sarcină αν 


seb ees gn ae (7.51) 
27K MM To 
si creşterea de temperatura τ 
Γ T 1 mu 
(= 0— το. E es τρ F (7.52) 
, pe - 


"M 
| dup 
precum $i pentru debitul curentului apvifer 


| | 
258 cen TiS) ra (7.53) 


ATS a) 
/ In 2 = [ 
22 
si fluxul de termoconvectie 
i9 pos 0, d 05) : ΄ ~ 
^ Ez] Ns Mi^ 
jl 13 J ΐ short πα es E 
yii do! ανα να rg 
sau, potrivit cu (7.00), ^ — i | μι κά 
| ρορΏ(θι — 03) EL 
Q= + - E E a: (7.59) 
m DEPEN "pat: 
M πὶ : Was 
Py" Pa 
in care 5 =lims r), ı lim s(7), $4 = lim s. ΩΝ g Ξ lim 0(7),0, = 
0 > Sa D ?, 1 
rori, ἴ εἰ Y rf 73 3 oU T-+7q 
= lim 9 (7) si 65 κ. ONG " 2 i 
TOT, ga | ὶ *1 i X 


Într-un ‘aevifer rece sau cald “omogen si izotrop sub presiune 
dezvoltat izometric sau stratiform cu mare grosime si deschis practic 
punctual la marginea să superioară presupusă orizontală numai prin 
capătul coloanei unui put prin care se injectează apă mai caldă sau 
respectiv mai rece, hidrotermoconvectia dinspre locul de deschidere 
este, cel putin pe un sector: semisferic limitat, radial-sferieă . şi deci 

94. 
i 


X - const. 
R = const. - 


Fig. 7.3. Hidrotermoconvectia radial-sferică 


raportabilă la un sistem de coordonate sferice al cărui centru coincide 
cu centrul locului de deschidere a acviferului (fig. 7.3), astfel încît, 
pentru ds --(δο/δτ) dr şi d@ — (00/2r) dr, ecuaţiile (7.29) şi (7.30) se 
retin sub formele ME ov Ma | 


) =0 - (7.56) 


Tha ( „ ds 
SS fr 
r drV dr 


cu condiţiile 


d^ a 
r— = — = const (7.58 
dr Qa i y 
lim H wi: lim [—Q()] — 3 - da (1.59) 
$^ dr 9πχ I To T RN 


unde Q si Q repr ezinti AE am débitul curentului de apá si fluxul 
de termoconvectie in aevifer. Tinind seamă de. eonditia (7.53) potrivit 
căreia ecuaţia | (7. 57) poate fi preluată, sub forma 


jo-der. 7°, AB - i 
Y gum do d (5 Ὁ) =0 (7.60) 


οππ dr -dr dr 
sau | 
afe) Q di | 
de Jo. ρορΏ dt | 
POUND Pg ον 
idr 


PD (11 | 
r? do — Es wb e 27%. fi J (7.62) 
r 2πκ 
și deci ` 
: OPERE 
d0 ------- 
Qi aca a — ugue I" 5 ) (7.63) 


Printr-o nouă integrare. a conditiei (7. 98) şi a ecuaţiei (7.62) na 
cu formele 


ia e dr 
9π8 r? 
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20 — c. 289 


ŞI 


- 3 m | a S. 
rats s oci e) ar 


9 


rs 


mai intii între r, si r sau între r si το, lar apoi între r, 51 ra under, ς 
<r & rg se obțin respectiv formulele pentru scăderea de sarcină, 
; piezometricá M | i 


: | 
ΝΟ, du dg gm ' y vm 
Ia = a σα EXE + — μα 


(7.64) 
"Up RE ok " 
şi creşterea de temperatură Oe dut 
MN ee Jte s 
= 8, — fig aa le hiena la T] | | 
| ge; c T = 
SW wt dr qn ee [ri a ony; 
EX 0. = Qo e 2nz te 4 En 27% T =) (7.65) 
ec, ia apical d 
precüm si pentru debitul curentului acvifer 
9-:8(6 n 5ο) 
Έπος A 
rı Ya 
şi fluxul de termoconveciie,-: 
] , 
Qj Ὃ εὑ ωβαί ile (0.67) 
9 J e$ 1 1 | Ls ΠΚ = 1 "i 1 
na k 7) — e 27% (rp a d l 
‘sau, potrivit cu (7.03), i4 3 5 
ο ρορΏ(θι — 0 | 
Nah act tit eer rere limon: o v8) 
ο ΠΕΝ i) (Ii o sew: 
e TX r στ) —e@ 254 r fa 
in care δι = lims (1); ὅς = lim s (n), 0p'= lim 0 (r)si 0, = lim θ(1). 
"Tor i AE. IT, a 5 rrt, . TP, 
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În cazul hidrotermoconvectiei staţionare vertical-plane dintr-o 
frontieră rectilinie de alimentare cu apă caldă sau rece într-un aevifer 
mai rece sau respectiv mai cald orizontal sub presiune omogen si 
izotrop cu grosime uniformă și. cu închidere etansá prin euleusul si 
acoperişul său, în care factorul de drenan(ü 8 tinde către infinit si 
productivitatea medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică 
EdV]eco;dV = 2/6 δρ = u/* ^ depinde de “creşterea de ‘temperatura 
prin funcţia ^ ^ — ERR Pad aha Chih ἴ 


ecuaţiile de difuzivitate hidraulică (7 19) si de difuzivitate termică 
. (0.20) se prezintă, pentru ds = (9s/92) dæ si αθ--(δθ/ϑω) da, sub 
formele : - 


T 


=0 
dg? 
$i : 
2 | | 
κών ETT 9. (7.69) 
Ax ds da da? B? | 
eu condiţiile uzuale . "n | 
/ 
mds qu = _—"— ‘= const 
dx KR 
* 1 [ | te d 
lim μες. = E '[—9(2)] == -E zo = const 9 
2201. da . X 8-0 x 


unde q si [1 sint respectiv debitul unitar al curentului acvifer si densi- 
tatea fluxului de termoconvectie laterali. Prin intermediul primei 
 eonditii, ecuatia (7.69) se aduce la forma 


sau ` 


d20 ρα AO: d 0--0. (7.70) 
dzz? ZM de SB 
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cw soluția: generală 


cy GET ah lee CE p 
i L8. UM azur: u B pa Q, e ται X) ir 


ἔπιθι ο) 


intrucit, cresterea. de temperatură fias (2) trebuie, să fie finită pentru 
æ— œ şi totodată - să satisfacă condiţia lim [ἀθ(αγ/ᾶα]-- =F dolă, 


ur mează că, 


Şi deci 


l i ce) sita sd] ce 
QA toi 0b wD dot: . (7.71) 


H PET ey = Pep ΤΕΕ 
- [+ tory v Bed 


Dacă se cunose vilerilaceres aS nno temperatura in două puncte 
situate la distanţele x, si x, fati.de frontiera rectilinie de alimentare 
cu apă, atunci prin aplicarea soluţiei (7.71) se deduce că densitatea 
fluxului de termoconvectie laterală are expr esigi 


~ | 4/20 i zn 1 w 
z | = -----]------|(0ι -- θ 
at ` [ 5:9x M. ET k nM. f RS Be ( 1 5) T | T 
[me RP) elf fe e en afe 
e T 2xM XM p: "M Gh 2481 224} glo 


(T. 12) 


i κ. 
Pentru determinarea completa a ME hidrotermoconveeti statio- 
nare vertical-plane se dispune, pe lingá formulele (7.71) si (7.72), de 
formulele (7.39) si (7.41). pentru scăderea de sarcină piezometrică, 5 
respectiv pentru debitul unitar, al \eurentului acvifer. 
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În cazul hidrotermoconvectiei staţionare axial-simetrice dintr-un 
put singular perfect de injecție a apei calde sau reci într-un acvifer mai 
rece sau respectiv mai cald orizontal sub presiune omogen şi izotrop 
cu grosime uniformă şi cu inchidere etanşă prin culcusul si acoperișul 
său, in care factorul ‘de drenants B ‘devine infinit si productivitatea 
medie de căldură pe unitatea de capacitate calorică Ele €57— X9 
variază cu creșterea de temperatură potrivit functiei δ pp με = 
= — (7/B2) 0, ecuaţiile de difuzivitate hidraulică (7.21) si de difuzi- 
vitate termică (7.22) se rețin; Tespectiv, pentru ds = (95/9) dr si 
dð =(06/dr)dr, sub formele” - 


i psd ( = 
— —— | T ------ L0 
yx dy dr J. 


7 


4 8g as avg ψ [η τη ee, (7.73) 
X dr dr r dr dr p? À 


Dacă prin put Qéviteral primeste debitul ds apă Q` = const. şi pri- 
meste sau cedează fluxul de termoconveetie Q, atunci aceste ecua tii 
de . delectu se. prezintă cu condiţiile 


DET — =const., 


dr κ jN 


lim O(7) = 0, = const. 
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Sau 


li ----- lim Pr) = — = const. 
ai ( dr je ET mL - 9e = ντος x M τ 


lini θ(ν) = finită: 


r= œ 


Utilizind prima condiție, ecuația (7,73) poate îi preluată. sub, forma 


oc, 3st ba (QUII. 0 
ZM r dr w-dr \ dr p? 
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sau. 


d?0 ge,Q Yd ro iii 
qi—— [lude pi 9-0. A114 
τος af en rol CES ο Dire | 4.7) 


care implica 


Pe pt), Pep 


a9 = MT do = ge; joa "lg 
p d . dr 4πλμ 
si 
Pn | (A pep a 

„d20 = sar d*O „per r Fu dO dO κ 

gn di? 2x MO Tm 

[ 222» 

s peu (* P 7 ποσα 

. Ane M Απ M- | ? - 


sau 


2 2 | Ra uil 5 ης n 2 | 
(=) sei * Us) aem LCE) i 25) ]9--ο. 
B/ d(r/B)? d(7/B) BJ. 4xx M 
Întrucit această ecuaţie este de forma ecuaţiei lui Bessel modificate 
în care" ‘se evidenţiază ordinul | 


ey, | ΠΡ) 


urmează că soluția sa generală are expresia ' i 


est. αι (+) B). 2j 
ap i (5) : = B. ΓΈ = B = E 
unde. . r E ἘΠῚ Ld 3 born 2 
1 uM | r ia = 
Ha iamen ; 

4 π--ο 2): (ν -k n +1) i 
ȘI I : 

sta x(s)«- z ÎL, aB t cim 

"Cg asin vx 


reprezinta -functiile lui Bessel- modificate de or dimil v- gi speja inttia 
$i respectiv a dowd, iar: | 


T(v-En 31) = jeza EdE: a 

b. : 0 
este functia lui Euler- de speja a doua definită-pentru v +-n +1 50. 
Revenind la funcția 0 =70 LOBO si ΣῊ solutia gene- 


rală sub. forma ` Adi 


Of p [- AT, = bic | 7.76 
(SCL) ΝΤ 
împreună cu condiţiile (= - | 
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i el ή) 
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- (zl) Cr) B -d(r /B) met: | 
ȘI M 


= lim of |= finită. sau. lim Ga) 63] = 0" 
või B -. eot | B δη 1 


care. trebuie, să tie. satisfăcute pentru orice ordin-v, se ‘deduce mai πι! 
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sau respectiv ` 


| ED xis 
CE MK, (rf) 


ας apte Br ala d) = (r/B) «Ks (r/B). Prin urmare, 
potrivit eu, (7.76), soluţia căutată ET ecuaţia (7. 74) se reţine res- 
pectiv- sub ` una, din formele í 1 


0— δρ ) se); A Ss: (7.77) 
| To J ο ανα 
sau . | | 
^t | B | y" τα / 
f 233 Mrs Mrs VERDE /By- 
unde δρ == G(r Ji B). Valorile uzuale ali funcției κ. sînt inserise in 


tabelul! 7.2. La:o depistide oarecare r fata de pur de injecție, fl uxu. — 
de pemocany ed i 1j 


"Ps 


i-e eus λος. loss a (3) oe 
RB & B / d(r/B) 


se quaeso corespunzător cu (7. 47 ) sau (7.78), astfel: 


) 
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een τ. «a(4) | (7.79) 


FAR A l i ο - (TE EL B £s ES 
ος (SB) τος [5 7) | xala) 4 
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x EA a Katra) Mi 


Aplicind soluția (7.78) atunci cînd se cunose valorile creşterii de" tem- 
peratură în două puncte ale acviferului situate la distanțele 7r, și Το 
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fata de putül de injectie, se găsește că fluxul de vermoconvectie prin 
suprafața laterală 2πηοΜ. are expr ebia 


| 233 M(rol B) K, (n 

Qo db RE P) ear) (0, — 07), (181) 
(r,/B) Ky(r,/B) Ry (r;j B) K,(r,/B) 
iar fluxul de termoconvectie prin suprafaţa laterală 2zrJM se prezintă, 
tinind seamă de (7. 30), sub forma .. 


γη Na 
Q = MESE M (0, — 0,). (7.82) 
(,/B)K,(r,/B) — (r,/B) K,(r,/B) 
Această, hidrotermoconvectie staţionară axial-simetricá poate: fi 
complet determinată numai dacă formulelor (7.77) si (7.79) sau (7.78) 
şi (7.82) li'se adaugă f ormulele τ” 51) și (7.53) deduse anterior pentru 
scăderea; de sarcină piézoretri jet și respectiv pentru debitul cur entului 
acyifer. 
| 
dy 


7.3. Widrotermoconvectia nestationará. 


“Pentru prezentarea hidrotermoconvectici nestationare se con- 
vine ca ecuaţiile de difuzivitate hidraulică. t (7.19),.(7.19”) sau (7. 19”) 
si de dituzivitate termică, (7. 20) să, fie preluate sub formele” | 


as ds 0s | O85) i3 d 
T H4 qo e i (7.83) 


si 


QU pes loc θα y oy dz de 


τις ðs 00 , 0s 00 ðs -)- 


UL ET | (7.84) 


unde m si ἆ/β 65 sint, in general, funcţii: de timp şi.de punct. În: cazul 
hidrotermoconvectiei orizontale, . in care. 95/02 = 0. si 90/02. m0, 
ecuaţiile (7.83) si (7.84). se reduc respectiv la formele 


"s | NINOS. DRE 
biata) m l (7.85) 
üt 0$ oy? 
ΩΝ { δρ) 
20 + cca a(2 ðs 09 io emp eth ee 
t Pc; δα δω. ὃν Oy Ὅς’ Wy? ρ όρ 


. (1.86) 
Aceste ecuatii pot fi integrate numerie (Courant et al, 1928; Pea- 
ceman: si Rachford, 1955; "Douglas, 1956, 1961; -Riehtmyer, 1957; 
Collatz, 1960; Forsythe si Wasow, 1960; Lax, 1965 Isaacson si 
Keller, 1966 ; ‘Godunov Si, "Reabenikii, 1973); . Garcon, 1981.;. Επᾶ- 
chescu. Si. Albu; .1982),., cunoscind condiţiile. iniţiale. date prin Va- 
lorile funcțiilor $-—5 (t, αν δή ο, y) la un anumit mo- 
ment fy, precum si condițiile la limite date prin: valorile funcţiilor, 
(de tip Dirichlet) sau ale derivatelor lor normale (de tip N eumann) 
sau încă ale unor combinații liniare ale funcțiilor si derivatelor. lor 
normale (de tip Fourier) pe frontierele domeniului de hidrotermo- 
convecție. Dacă; 'se divide timpul in intervale egale At = = si do- 
meniul printr-o reţea pătratică cu intervale Av = Ay =), Se no- 
teaza Cul. Su s(n« 5 IMJA) Și Oniy = 0 (n7, ih, j X) cresterile 
de sarciná piezometrică, şi de temperatură la momentul » în punctul 
(i, }) si se folosesc. operatorii cu diferente progresive pentru deriva- 
tele” locale 51 cu diferențe centrale atit pentru derivatele „parţiale 
în raport cu coordonatele spatiale cit şi pentru laplacean, atunci 
ecuaţiile cu derivate parţiale (7.85) si (7. 36) se transpun respectiv 
sub formele ecuatiilor cu diferente Hio. 
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e" perve | yi Bogs VA \=(4). | (7.88) 


din care se obţin relaţiile 


faie ASI οἱ ο | 
σεν plerreu sr nest, Sy dg = | 
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= 
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unde. Ai Suy sb (pă abs) nig pot fi numai pozitivi, iar nt; ; tj 
Si (8/065), pot fi pozitivi sau negativi. Pentru a se asigura conver- 
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genta şi stabilitatea soluţiilor celor două. ecuaţii cu diferenţe finite 
(Evans et al., 1954; Douglas, 1956 ; Albu si Pricăjan, 1980), trebuie ca, 
intervalele τ şi X -să se aleagă astfel încît să fie satisfăcute condiţiile 


= fe To eee a ae | ee 

0 « FU ΓΣ τ ( T3 8) (5, iia — a) <1 
p n,i,j 

$i 


; i 2 [? ji 1 au. ? m p ) a 4 x ‘ — : : | 
0 ES 12 ΕΣ + pix! bec η) OT ză, m sun | « 1: 
ολ ρον. Πο. = 


dintre care penultima si ultima reprezintă condiţii de convergenţă. 
$i stabilitate locală deduse si comunicate verbal de D. Enăchescu 
ΠΡ ΤΡ i ων 1 ames A 
Coeficientii 0,1, χο, > ( PCPR c5); , ij Tt, rj si (&/ 905)u,i.; 
pot fi evaluati, utilizind metoda celor mai mici pătrate, prin inter- 
mediul sistemului celor două ecuaţii cu diferente finite aplicate sub 
formele (7.39) şi (7.90) repetat în nodurile reţelei pătratice la-momen- 
tele la care se dispune de măsurători periodice ale cresterilor de sar- 
cină piezometrică şi de temperatură pe domeniul de hidrotermocon- 
vectie. Dacă valorile creşteriilor de sarcină piezometrică şi de tem- 
peraturí sint cunoscute în nodurile reţelei pătratice la cel putin 
patru momente, atunci cei cinei coeficienţi presupusi independenţi 
de timp pe durata dintre momentul initial si momentul final se de- 
termină, cu valori medii locale obţinute prin metoda. celor mai mici 
pătrate pentru sistemele de cite cel putin 2 X 1 Χι8 =6 ecuaţii 
corespunzătoare fiecărui nod al reţelei si celor cel putin trei intervale 
disponibile de timp. În cazul in care valorile éresterilor de sarcină 
piezometrică $i de temperatură sint cunoscute in nodurile reţelei 
pătratice la numai două momente, cei cinei coeficienţi se pot deter- 
mina cu valori medii zonale obţinute prin aceeaşi metodă a celor 
mai mici pătrate pentru sistemele de cite 2 x 4 x 1 =8 ecuaţii 
corespunzătoare celor patru virfuri ale fiecărui pătrat al reţelei si 
singurului interval disponibil: de timp. Mentionind: dificultatea, 
determinării lor prin alte metode, se conchide că, cei cinci coeficienţi 
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pot fi araia pati a orice sistem hidrotermal care evoluează în regim 
hestationar pe baza hărților eu hidroizopieze si cu hidroizoterme la 
cel putin. două; momente separate: prin intervale adecvate: de: timp 
(cu durate “de ordinul zilelor, zecilor sau. sutelor de zile) pe un 
domeniu reprezentativ presupus! acoperit cu. o reţea pátratici con- 
venabilă, (οι: intervale de ordinul sutelor sau miilor de metri) astfel 
incit -aplicabilitatea ecuaţiilor cu diferente finite să fie justificată, 
` După evaluarea. celor cinci” coeficienți, aceleaşi ecuaţii cu dife- 
rente finite pot fi reluate sub formele (7.89) si (7.90) ca relații: de 
vecurentà pentru calculul valorilor: de: prognoză ale cresterilor de 
sarcină piezometrică. side temperatură in orice punct al domeniului 
de. hidrotermoconvectie la un: moment: ulterior ultimului moment 
:la- care se dispune de valori măsurate. O astfel de prevedere a-evo- 
lutiei în ansamblu a sarcinii piezometrice si temperaturii este posibili 
atit: timp: cit nu se produc modificări- esenţiale ale să mp ile a 
frontierele sistemului hidrotermal. 

; Practic, pe domeniul unui sistem: hidrotermal si pe turbare 
sale cimpurile:s = s(t 2, y) si 0 = O(t, a, y) se: determină pe baza 
unor- valori locale obținute. prin măsarători periodice ale sareinii 
piezometrice şi temperaturii în puncte de observatie (puturi si emer- 
gente naturale). dispuse la intervale in general inegale: Interpretind 
distribuţia valorilor lócale în corelaţie cu condiţiile specifice ale sis- 
temului hidrotermal,:se întoemese. hărţi cu reprezentările succesive 
ale celor: două cimpuri pe domeniul linvestig gat presupus acoperit cu 
o rețea pătratică convenabilă în ale cărei punete nodale se estimează, 
pe: baza hărților respective, valorile creşterilor de sarcină piezo- 
metrică si de temperatură, la momentele succesive considerate, astfel 
incit să fie justificată, aplicabilitatea ecuaţiilor, (7.89) si. (7,90). Prin 


inf ermediul acestor ecuaţii este posibilă nu numai determinarea coefi- ai 


cientilor -ṣi prevederea “evoluţiei sistemului hidrotermal într-o vari- 
anta dată de exploatare, dar $i simularea comportării: sale (Lasseter 
şi Witherspoon, 1975; Albu si Enăchescu, 1981), in alte variante 
corespunzătoare altor distribuții ale surselor de exploatare sau de 
Ţ injecție pe domeniul investigat αἱ ale debitelor pe surse. 


1 
14, 


πι 4. ΠΠ HAC UN ο μμ si κώνο 
„resurselor lor pry mae 


 Sistemele hidrotermale pot fi deschise sau cvasideschise din 
punct dé vedere termodinamice (schimbă căldură cu exteriorul lor) 
‘si deschise sau evasiinchise din punct de vedere hidr odinamie (schimbă 
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apă cu exteriorul lor prin frontiere de alimentare. sau prin frontiere 
cvasietanșe). Gradul de închidere a sistemelor hidrotermale condi- 
tioneazá esenţial comportarea lor: in exploatare, deoarece în cazul 
sistemelor cvasiinchise evoluţia se caracterizează prin diminuarea, 
treptată a sarcinii piezometrice si prin relativa. menţinere a tempera- 


turii apei extrase datorită-unei realimentări lente dinspre exterior cu 


debite inferioare celor de exploatare, iar; în cazul sistemelor deschise 
evoluţia se prezintă invers: datorită unei realimentiri rapide cu apă 


rece dinspre exterior cu debite suficient de mari pentru compensarea 


debitelor de exploatare. Utilizînd graficul variaţiei în timp “a sumei 
fluxurilor” (debitelor). de căldură; prin sursele hidrotermale, varianta 
optima de exploatare trebuie să fie:aleas& în primul caz . astfel încît 
să. se obţină cantitatea : maximă de : căldură, recuperabilă într-un 
interval limitat de timp pînă la un prag inferior ‘de temperatură, 


iar in al doilea caz- astfel încît să se obţină cantitatea maximă de 


căldură recuperabilă într-un interval: de timp cit mai lung posibil 
(chiar nelimitat) pînă la un prag inferior de temperatură, Ca urmare, 
resursele .hidrotermale ‘disponibile: pot fi considerate regenerabile 


pentru o durată: nelimitată numai dacă prin exploatare viteza, de 


aflux a apei.nu depăşeşte o viteză; maxim admisibilă pentru încăl- 


zirea ei suficientă de la rocile cu. care vine în contact pe parcursul 


“subteran, în. condiţiile. fluxului obişnuit de termoconductie: ascen- 
„sională -cu densitatea limitată, la 50 — 100 mW/m?. Evaluarea re- 


surselor hidrotermale disponibile implică deci determinarea posibili- 
tatilor de debitare ale sistemelor-hidrotermale : în condiţiile exploa- 


tării optime corespunzătoare regenerárii:lor naturale si artificiale. 


| Dacă nu se cunosc condiţiile de exploatare optimă a sistemelor 
hidrotermale, atunei resursele lor disponibile nu pot fi: determi- 


-nate decit prin. metode hidrogeologice clasice, dintre care cele mai 
frecvent utilizate sint metoda fizică-hidrogeologică si metoda răs- 


 punsurilor impulsionale (black box). 


Metoda fizică-hidrogeologică este derivată din metoda fizică de 
identificare a sistemelor (Emsellem, 1971) si constă în a diseca fiecare 
sistem investigat, astfel încît să i se evidentieze structura si să se 
determine valorile parametrilor caracteristici blocurilor componente, 


lar ulterior pe baza analizei: comportării sistemului să se deducá 


relaţiile. între blocuri. si legile. fizice -corespunzătoare ansamblului, 


urmărind ca modelul adoptat să se apropie cit mai mult, de realitate. 


În esenţă, sistemul hidrotermal se conturează şi se testează prin 


Jucrarile de cercetare hidrogeologică dispuse după reţele corespun- 


„zătoare, etapelor succesive de investigare a sistemului. (fig.. 7.4) în 


t 


“care. se individualizează blocuri componente caracterizate prin 
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hidroproductivitatea de volum &.,,/ V; definită prin raportul dintre 
debitul optim exploatabil Q.,, si volumul domeniului de influenţă V, 
aferent fiecărei surse i prevăzute pentru exploatare: Debitul optim 
exploatabil £,, de apă subterană termală se determină pe baza 
rezultatelor încercărilor experimentale în regim staționar sau cel 


Etapa If 


Etapa { 


Etapa Τί 


Fig.7.4. Conturarea! şi testarea unui sistem hidrotermal 
“prin lucrări de:cerestare hidrogeologicá / dispuse după 
reţele corespunzătoare etapelor succesive de investigare 


putin evasistationar prin care se stabilesc corelaţiile atit între valorile . 
debitului şi denivelării cît şi între valorile debitului si ale temperaturii 
şi eventual mineralizatiei apei (Albu si Hinculov, 1975), impunind 
condiţiile ca viteza apei la intrarea in sursă să nu depăşească viteza 
maxim admisibilă în funcţie de granulometria rocii acvifere, iar 
temperatura si mineralizatia apei să se menţină in limitele admise 
în funcţie de exigenţele consumatorilor. Volumul domeniului de influ- 
enti V, se poate exprima prin produsul între grosimea sistemului 
hidrotermal M, stabilită prin sursa i sau estimată pe baza conside- 
rentelor de ordin structural şi aria suprafeţei de influenţă Q, cores- 
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punzătoare sursei. i determinată prin interpretarea rezultatelor incer- 
eárilor. experimentale, astfel . incit hidroproductivitatea de volum 


poate, H Serisá sub. forma | 


in care se evidenţiază; hidroproductivitatea de suprafaţă E JO. ἢ 


Sintetizind, se conchide că ansamblul a a. blocuri componente ale 
sistemului hidrotermal. investigat poate fi-caracterizat, în cazul 
sistemului izometric, prin V nidroproduetivitatea medie de volum | 


Y phy 

veh h 

i=1 
sau, in cazul sistemului. stratiform de grósime relativ uniformi cu 
valoarea medie Jf, prih hidroproductivitatea medie de suprafaţă . 


Corespunzător . acestor: donă cazuri, resursele- disponibile loiale; Qes 
de ape termale: ale intregului- sistem. se pag e că respectiv prin 
intermediul relaţiilor . taina οὐ ΕΤ 


ὁ m τη 
in S αν 
L^ fe -. ἐπὶ Eu 
sau db gat 
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i Qer =Q S τη, 3 
ine wt 4 "ee S (Qe . 
r if iz i=l ie i 


si. cuprind, in.fupctie de gradul de cunoaştere realizat, atit resursele, 
disponibile probabile | 


b» Qe, 
» i=l 
cit si resursele disponibile posibile 


£ 


eink qaem 


Μο οὐ Za 
at hag εν 
Μ gG ot * i i ] 
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M adan răspünsur ilor impulsionale (black box) rezultă din apli- 
carea metodei sinonime de identificare a sistemelor (Emsellem, 1971) 
si constă. în a determina ‘aspunsurile fiecărui sistem investigat 
faţă de o: ' perturb ație exterioară dată, stabilind valorile, medii ale 
parametrilor necunoscuţi mai întîi pe întregul sistem şi apoi pe blo- 
curi componente de mărime descresci ütoare. Concret, sistemul hidro- 
termal se, testează prin numai citeva surse, fiind supuse unor în- 
cercări suecesive în trepte de debit constant pe intervale de timp 
suficient de mari pentru a se resimti o eventuală influenţă asupra 
emergentelor naturale de ape termale de la, extremitatea, superioară 
a sistemului sau asupra surselor hidrotermale. de la limitele ‘sale 
laterale. Ca urmare a acestor încercări i succesive se Obține uh sir spre 
exemplu cresc: ator 


/ 


($2), -(Σ5]----(Σ5),-(Σ 5), 


al valorilor sumei debitelor celor » surse de testare la încercările 
1,2,...,j în care nu se resimte vreo influenţă nedorită asupra emer- 

gentelor naturale de ape termale.de la extremitatea superioară a 
sistemului sau asupra surselor hidrotermale dela: limitele sale late- 
rale si, în final, la încercarea j + 1 în care se resimte o astfel de "v 
enti nedorită, (fig. 75). Evident, resursele disponibile. globale a Q,- de 
ape subterane: termale au valoarea y cuprinsă între ; | 


if} i A bar ^n ARAL ᾽ “i TIT 
ce Crearea ce in ‘ Tn 314 (X τν] i şi (5 2) " x 33 NIE [ E 
: Bus nis “αἱ ΕΊΣ j: Nisl. ers αι tii f ΠΤ} 


adied ts vivi τᾷ + ci ? du Y E ἡ sit rage 5 r " Wir 
"i OY! 3 Se) ALE ΤΗ ns ts Nero RAI IE onetin PELE 
îi roate ese ( Σ δι] S SM ($ aJ. ant 

ho pte NS meno of dps Mad dir 


dar, pentru asigurarea conservării sistemului, se poate admite că 


a= (89), 


-ᾱ-----56 resimt 


asupra condițiilor 
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Durata: de încercare in zile 


ο, 7.5.. Estimarea. resurselor disponibile globale ale unui'sistem ‘hidrotermal 
oe e ‘prin: metoda răspunsurilor iig Bulzibaale, (black box) 


Antrenarea in exploatare a ácestor resurse. se απο υχὰ prin distri-. 
buirea lor optimă pe surse (puțuri si izvoare) de exploatare: cărora 
le corespund blocuri componente ale sistemului hidrotermal. 

Prin intermediul metodelor hidrogeologice clasice, evaluarea 
resurselor hidrotermale disponibile se bazează pe datele obţinute 
în cite o singură variantă de exploatare impusă printr-o amplasare 

a surselor hidrotermale numai după considerente imediate şi locale 
de ordin hidrogeologic si economie sau eventual balnear precum 
şi printr-o distribuţie a debitelor pe aceste surse numai după posibili- 


326 ᾿ 


tatile tehnice de extragere si valorificare a apelor termale, fără a se 
cunoaşte comportarea “sistemelor hidrotermale în alte variante de 
exploatare și deci nici varianta optimă pentru exploatar ea de durată 
a fiecărui sistem. 

Condiţiile -optime pentru exploatarea. de durată a unui sistem 
hidrotermal pot fi determinate pe baza unui program operational de 
prelucrare si interpretare a datelor hidrogeologice (tig..7.6) prin parcurge- 
rea următoarelor. etape: . 4 

— determinarea parametrilor hidrogeologici caracter istici $i a 
condiţiilor” iniţiale și la limite ale sistemului ; o ; 

— modelarea si prevederea. evoluției sistemului într-o variantă 
dată de exploatare ; 

— simularea evoluţiei | sistemului în diferite ὁ δέτε de 
exploatare (diferite distributii ale surselor de exploatare si ale de- 
bitelor pe aceste surse); 

— alegerea, variantei optime de exploatare pentru care se eva- 
luează resursele hidrotermale disponibile ale sistemului. Un astfel 
de program operational de preluer are si interpretare a datelor hidro- 
geologice este necesar nu numai pentru identificarea sistemelor hidro- 
termale si pentru evaluarea resurselor lor disponibile, dar si pentru 
creșterea eficienţei lucrărilor: de cercetare hidrogeologică si pentru 

proiectarea exploatării acestor sisteme in ‘funcție de posibilitățile de 
regenerare naturală (prin condițiile de zăcămînt) si artificială (prin 
reinjectarea apei după folosire ) a acestor resurse. 

În functie de gradul de: cunoaştere a sistemelor hidrotermale, 
resursele lor disponibile pot fi evaluate ea sigure, evasisigure, proba- 
bile, posibile ete. după o scară corespunzátoare gradului de încredere 
e a cărui diferențială se poate exprima sub forma 


de = — (2" In 2) E, 
unde exponentul n are valori cuprinse între — co si + co. Inte- 
grind de la — o: la n si re spectiv de la lim εἴη) — 1 la <, se 
j »no-— co 


obține o formulă convenabilă. pentru reprezentarea spectr ului de 
încredere 


> ae 
Se 


in care x se definește, spre “exemplu, prin. funcția mi= ιο 25. Pentru 
i = = oo, 0; 1, 2, + 00 si deci pentru. 


a cM e emen m SUM, m 2, +4, - 60, 
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Stocarea valorilor iniţiale şi ulteriogze ale sarcinii piezometrice sau presiunii 
si temperaturii apelor in sursele existente pe domeniul sistemului 
hidrotermal precum si a datelor privind condiție la limitele sistemului si 
evolutia în timp a acestor conditi 


intocmirea τος cu hídr olzepieze si ου hidróizotemperaturi la stările Ad 
initiale -si ulterioare; ' * T : 1 


T πο timpului. . οἱ Spatiuiui a, preluarea velor ilor ce calcul | si 
K pees modelului ! Peng 


` Aplicarea metodei.: celor: mai mici + pătrate -pantru evatuerea 
parametrilor caracteristici , ; : 


fiel s!s'emului hidroterma! prin integrar 
numerică a ecuatiilor: de difuzivitate . hidraulică si 
termică 


în condiţiile unei variante 
date de` erogare ; 


| 
Alegerec 
ο. HN metodei de.prevecere a m 
i 
i 


Metodo elementului 


ΠΠ, 


‘Intecpretarea οἱ prezentarea. ‘rezuitctelor: 


Deciderea: 
Ssupra optimității disc CENE T 
timpului «si spațiului, precum ΕΣ , 
calării : modelului , avind, in vedere + asigurarea 
ο αἱ continuității ‘cit’ ο! Cohvergenta’ ‘si 
stabilitatea soluțiilor, : 


Simularea ' evoluției sistemutui, hidrotermai în diferite variante de exploatare 
cu sq ,ἱδτδ injectarea’ apei în subteran 3 


Alegerec 
E cm 'eptime da: exp'oatore si 
regenerare a sistemului guod 


Í ” Precizarea 
Variantei 'optime de expioa'are si: 
Tegenerare a sistemului. hidrotermal pe baza 
confruntării rezultateior simulării cu ‘datelé obtinute-prin’ 
urmărirea evoluției sistemului hidrotermal 
in cursul exploatării, 


Elaborarea reprezentărilor de'sintez pe sistem si stabilirea domeniului 
său de influență în cadru! hidrotermostructurii 


Fig. 7.6. Schema logică a programului operaţional de prelucrare și interpretare a datelor 
hidrogeologice pentru determinarea condiţiilor optime de exploatare a unui sistem hidro- 


rn ο ο RS 


se. Xem ca . πος de încredere 
a EE. 4 y Jd 2 E fie (age : ; 
ay I nor | 
EL ee, eT ere n 
foe ei = 0,6065310,: 
r Teo poe BES T es | 
ei =-0;1353354, 
ea = 0,0183156, 
e44 = 0,0000001, 
iui e ae Oe 
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Pritt Ret ările de investigare geologică şi hidrogeologică prevă- 
zute în programul național pentru cercetarea și valorificarea de not 
surse de energie, au fost identificate sisteme hidrotermale: cu impor- 
tante resurse utilizabile în scopuri-energetice (vezi tabelul 7.3) pentru 
înlocuirea sau, cel puţin, pentru economisirea. combustibililor clasici, 

Pe baza informațiilor de earezse dispune pînă în prezent, se 
conchide că principalele sisteme hidrotermale din tara‘ noastră se 
găsese în subsolul Cimpiei de Vest, fiind localizate în formatiunile geo- 
logice din “cadrul -Depresiunii/ Panonice. Sistemele  hidrotermale 
sint reprezentate atit prin sistemele. fisurale din soclul acestei: de- 
presiuni, în formaţiuni cristaline, triasice si cretacice, cit si prin 
sistemele intergranulare (strate mai mult sau mai putin continue, 
cu intercalatii argiloase și cu variaţii litologice laterale) din uhiplu- 
tura sa sedimentară i, în formațiuni miocene şi panoniene interioare 
dar mai ales în formaţiuni panoniene superioare (pontiene). Majori- 
tatea sistemelor hidrotermale din soclul Depresiunii Panonice şi 0 
parte din cele din umplutura sa sedimentară sint deschise, iar-restul 
sint cvasiinchise din “punct de vedere hidrodinamie. 

În conformitate cu prevederile pentru cercetarea, şi valorificarea 
noilor surse de energie și pentru tehnologiile energetice cuprinse în 
programele- -directivă atit de cercetare e ştiinţifică, dezvoltare, tehnologică 
și introducere a progresului tehnic, cit οἱ de cercetare si dezvoltare în 
domeniul:energiei pe perioada .1981— 1990 si direcțiile pri incipale până 
în anul 2000, din analiza stadiului actual de cunoaştere, de antre- 
nare în exploatare si de valorificarea resurselor hidrotermale rezultă 
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obiectivele imediate ale cercetării pentru cunoaşterea si valorificarez 
acestor resurse precum şi-măsurile pentru crester ea eficienţ ei LU 
mice in valorificarea lor care sint preeBntaje Tespectiv in tabelele 7 


Tabelul 7.4. 
Obiective imediate on cercetării pentru eunonsterea si valorificarea = mara 

'  hidroterimale 

Premise τρ. Obiective.. 
“Existenţa unei mari cantităţi de infor- - | --Realizarea unei baze centralizate de date 
maţii dispersate și insuficient valorifi- pentru apele subterane termale, prin 
cate, obținute prin cercetarea, urmărirea stocarea tuturor datelor relative la surse 
evoluţiei și exploatarea sistemelor hidro- . (foraje si emergente naturale), la condi- 
termale file initiale si ulterioare ale sistemelor 


hidrotermale, la exploatarea, valorifi- 
. carea si regenerarea resurselor disponibile 
precum si realizarea unor programe de 
prelucrare la calculator a acestor date 
.. atit pentru intocmirea unor situatii ope- 
_Yrative privind temperatura, debitul, can- 
titatea de cáldurá, mineralizatia, do- 
meniul de utilizare s.a. pe surse, pe sis- 
teme hidrotermale, pe județe, pe bene- 
ficiari etc., cit si pentru prelucrarea si 
interpretarea lor in scopul întocmirii 
hărților cu hidroizopieze, cu hidroizotem- 
peraturi si cu hidroizomineralizatii, αἱ 
„determinării parametrilor caracteristici, 
al prevederii evoluţiei sistemelor hidro- 
termale și al optimizării exploatării și 
regenerării resurselor hidrotermale 


Aplicarea unor metode aproximative sau Generalizarea metodelor fundamentale 
insuficient aprofundate din punct de din punct de vedere hidrogeologic, 
vedere fizic pentru determinarea para- hidrotermodinanic si hidrochimic pre- 
metrilor sistemelor hidrotermale (în spe- cum $i realizarea unor programe adec- 
cial a coeficientilor de conductibilitate vate pentru aplicarea lor în prelu- 
si difuzivitate hidraulică, termică si dis- crarea operativă a datelor primare 
persională), a evoluţiei în ansamblu a prin iniermediul calculatoarelor care să 
cimpurilor hidrodinamic, de tempera- permită. atit determinarea parametrilor 
tură si de concentraţie, precum si a ` 51 evoluției sistemelor hidrotermale, cit 
sistemelor și regimurilor. optime de ex- - $i optimizarea exploatării resurselor lor 


ploatare a apelor.subterane termale . . disponibile, mai întii pe sisteme hidro- 
" . termale si apoi pe hidrotermostructuri 


Dificultatea săpării, investigarii, echi- “Dotarea tehnică corespunzătoare pentru 
pării și funcţionării sondelor în condiţii forarea, investigarea, echiparea si func- 
de temperatură ridicată Tionarea optimá a sondelor de cercetare 

si de exploatare, precum si aplicarea 
z κ unor .tehnologii corespunzătoare parti- 
© eularitátilor sistemelor hidrotermale. 
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(continuare tabel 7.4) 


iii 


Premise 


Obiective 


————————————————————M ρ-ϱ64σ,- 


Lipsa unei metodologii unitare specifice 


investigării complexe a sistemelorjhidro- . 
termale 


Predominanța , resurselor de ape em 
rane cu temperatura de piná la 70°C faţă 


de ‘cele ` identificate cu temperatură de 
peste 70° C 


Identificarea la adincimi Pts te ts a 
unor ape subterane si roci cu tempera- 
tură foarte mare 


Existenţa unui e Prag “între darca in 
folosinţă .a surselor hidrotermale şi rea- 
lizarea gospodăririi rationale a resursclor 
hidrotermale conform „unei tehnologii 
adecvate de valorificare i 


I 


' Irosirea sau folosirea cu eficiență redusă 
a unei mari parti din resursele hidro- 
termale . antrenate în exploatare prin 
„sondele existente 


Diminuarea energiei de zăcămint la ex- 
ploatarea prin grupuri de sonde . 


με folosirii resurselor de' ape 
„termale. cu mineralizafie ridicatá, da- 
‘torita | “depunerii de săruri pe coloanele 
si conductele de exploatare 
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“poluarea 


Stabilirea, pe baza experienţei: acumu- 
late, a unei metodologii unitare de in- 
vestigare complexă a sistemelor hidroter- 
male pentru obţinerea tuturor datelor 
primare necesare evaluării corecte a 
resurselor hidroterinale disponibile 


Utilizarea eficientă in scopuri energe- 
tice a resurselor hidrotermale disponi- 
bile cu temperatură de pină la 70°C, 
independent sau asociat celor cu tem- 
peratură mai mare 


“Transformarea căldurii apelor subte- 


rane şi rocilor cu temperatură foarte : 
mare în energie electrică 


| 3 
Corelarea proiectelor de exploatare cu 


„cele de Valorificare a apelor subterane 
“termale în funcţie atit de repartiția teri- 


tormală, accesibilitatea, mărimea și 
calitatea resurselor hidrotermale cit şi de 
amplasarea, tipul şi cerinţele obiective- 
lor beneficiare 


Stabilirea, pe criterii hidrogeologice, ener- 
getice şi economice, a destinaţiei resur- 
selor hidrotermale disponibile οἱ a unor 
sisteme eficiente de exploatare, utili- 
zare si reintroducere in subteran după 
folosire a apelor termale, pentru a se 
asigura gospodărirea raţională si regene- 
rarea acestor resurse si pentru a se evita 
apelor de suprafaţă 


Experimentarea  regenerării: ΄ energiei 
hidrogeotermice prin reintroducerea ape- 
lor în sistemele hidrotermale după utili- 
zare, pentru menținerea unui oat activ 
între resurse și consum 


Prevenirea şi combaterea depunerii de 
săruri din soluție pe coloanele si con- 
ductele de exploatare a apelor termale 


şi. 7.5.: Avînd în vedere posibilităţile actuale de creştere a ponderii 
de participare a resurselor hidrotermale în balanţa energetică a ţării 


. 


Tabelul..7.5. 


„Măsuri. pentru. creşterea eficienței economice în valorificarea resurselor hidrotermale 


NONO B . a 


“Măsurile pentrii vajorilicarea 


Scopul i restirselor hidroterinale ` 


TE ΠΤ ] THe τν a 


terane cu temperatură 
ridicatá in termoficare, 
pentru incdlzirea locu- 
„inţelor şi ca ape mena- 
jere în scopul economi- 
"sirit combustibililor” cla- 
“sici i 


Valorificare 
superioară Extinderea utilizării 
apelor termale pentru 
încălzirea “'serelor, unor 
unităţi industriale. com- 
plexe zootehnice și a 'al- 
tor obiective,:in 'unele 
"procese “industriale; pis- 
'cicultură . ete. 


Folosircă! integrală: a 
resurselor. antrenate: in 
exploatare, menținini d 

în conservare restul re- 
surselor disponibile ` 


Valorificare. 
completă .: 


_de disponibilitàfi, a folo- . 
M sinfelor in scopuri. lo- : 
z _| -cale 


‘Utilizarea ‘de ape’ 'sub- 


“Extinderea, im. funcţie. 


Stadiul actual și perspectivele 
de îndeplinire a măsurilor: 


3 


μυ, eu apă. caldă și încălzirea 


unor apartamente din. Oradea ;.. mari 
perspective in zonele cu productivitate 

mare de ape subterane cu temperatura 
. de. peste. 70°C,. unde. este -necesar-să- fie 
complet determinate resursele , disponi- 
bile şi κ: fie 'definitivate sistemele de: 
ων χες 


pelor termale . 


„Încălzirea unor -sere de legume si flori 
: (Sácueni, Salonta, Oradea), à unor com- 
plexe de cresterea porcilor (Moftinu 
Μις) si a complexului balncoterapeutic 
de la Satu Mare; alimentarea! cu apă 
caldă a unor topitorii de in şi 'cinepá 
. (Palota, Nádlac, Biled), a unor crescătorii 
de peşte (Cefa, Băile Felix—1 Mai) 
§.a.; mari perspective in zonele cu re- 
surse importante de. ape subterane cu 


poraa E eis 40°C 3 


! Antrenareàá: în: explontate™ ‘av resurselor 
disponibile de ape termale este incomple- 
tă, iar gradul de utilizare a resurselor 
disponibile antrenate în "exploatare este 
încă nesatisfăcător; pentru viitor tre- 
buie asigurată gospodărirea unitară si 
coordonată a resurselor. „hidrotermale 
antrenate in exploatare 


. Folosirea” de ‘ape termale ‘debitate de 
. sonde izolate pentru alimentarea unor 


bazine de tratament și ștranduri comu- 
nale, unități agricole οἱ zootehnice ctc. 
„(in judeţele Satu Mare, Bihor şi Timiş) ; 

dn perspectivă, extinderea acestor. folo- 


^ sinte! în cadrul sistemelor de gospodărire 


raţională a resurselor disponibile. 


„ue. ¢(continuare tabel 7.5) 
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“Încercările de reutilizare a apelor folosite 
‘in prealabil pentru :incălzire. la Oradea 
și sezonier la complexul balneoterapeutic 
de la Satu Mare trebuie continuate οἱ 
intensificate pentru creşterea . eficienţei 
economice | in. valorificarea , resurselor 
hidrotermale AUN | 


1 ο ‘| Reutilizarea. pentru a- 
it :grement si eventual pen- 
tru tratament a apelor 

folosite in prealabil pen- 

"tru “încălzire (utilizare K; 

în trepte)..; 


Valorificare 4 
complexa , ii d 
Extragerea de compo- 
nenfi utili (bor, carbo- 
nat de sodiu etc.) din 
:] apele termale minerali-. 
j zate . , 


Experimentarea,in fază de. laborator, a 
procedeului de extragere din apele ter- 
' male mineralizate'a borului si carbona- 
. tului de sodiu, prin'care s-a obţinut 1,5 g 
de bor;eu puritate de 86 % ; dintr-un 
metru cub de apă termală minecralizată, 
fiind posibilă’ obţinerea a 1200 tone/an 
. de carbonat de sodiu sau 700, tone/an: de 
sodă calcinată si a 1:000 tone/an de acid 
boric; în perspectivă, experimentarea 
extragerii, în fază pilot, a borului' οἱ 
carbonatului de sodiu, precum și punerea 
la punct a procedeelor de extragere din 
apele termale mineralizate a altor ele- 


mente (litiu, magneziu etc.) | i 


noastre, se conchide că trebuie rezolvate operativ următoarele pro-. 
bleme : e | 
— injectia in subteran a apelor termale după folosire pentru 
a se-evita - poluarea apelor de suprafaţă și: pentru regenerarea Te- 
surselor. . hidrotermale. disponibile ; at OR | 
ος tratarea eficientă a apelor termale.mineralizate pentru in- 
depărtarea .componentilor nocivi. (ca de ex. fenoli), $i pentru 
prevenirea, si combaterea depunerii de săruri si coroziunii pe conducte; 
— extragerea din apele termale mineralizate a unor compo- 
nenti utili (cà de ex. bor, carbonat de sodiu, iod, brom etc.) pentru 
rentabilizarea introducerii în circuitul economic a resurselor” hidro- 
termale ' disponibile ;: | ανα 
.— asigurarea eficienței utilizării raționale œ căldurii și eventual 
a componenților utili din apele termale, in. condiţiile consumului 
de energie. pentru extragerea, transportul, tratarea şi reintroducerea, 
lor în subteran după folosire; -. pe Wu 
— precizarea, condiţiilor de gospodărire si valorificare eficientă 
a resurselor hidrotermale identificate în functie de caracteristicile 
Jor si de cerinţele consumatorilor potenţiali ; | 
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= evaluarea parametrilor hidrogeologici si prevederea, evoluţiei 
sistemelor hidrotermale în cursul, exploatării ; 

— simularea comportării sistemelor -hidrotermale în diferite 
variante. de exploatare, pe, baza unor. programe. adecvate de prelu- 
crare si interpretare a datelor hidrogeologice prin intermediul calcu- 
latoarelor electronice; » 

— determinarea variantei optime de. exploatare atit din punet 
de vedere hidrodinamie cît mai ales termodinamic a unor sisteme 
deschise sau evasideschise ca cele hidrotermale şi nu numai din 
punct de vedere hidrodinamic a unor sisteme “închise ca structurile 
petrolifere sau gazeifere; | 

„— urgentarea introducerii in ule e energetic. a disponibili- | 
tăţilor nevalorificate de ape termale,. prin aprofundarea cunoaşterii 
condiţiilor de zăcămînt ale sistemelor hidrotermale şi de regenerare 

a resurselor hidrotermale precum şi prin intensificarea şi extinderea 
posibilităţilor de valorificare a acestora. 


7.5. Aplieatii 


7. 5, 1. wan strat: acvifer - orgia sub presiune, omogen si izotrop 
cu conductibilitatea hidraulica de 12 m/zi, μα termica 
de 1,13 W/m-°K şi grosimea uniformă de 10 m este alimentat οι 
apă mai caldă decit a sa printr-o falie plană verticală. În aureola 
hidrotermală asociată acestei falii, la distanţe de 20 m 51 80 m 
în. stratul acvifer se înregistrează respectiv creşteri ale sarcinii piezo- 
metrice de 0,50 m şi 0,49 m precum si creşteri ale temperaturii de 
2,00°K si 1, 64K. In condiţiile hidrotermoconvectiei Stationare conser- 
vative să se evalueze debitul unitar al curentului acviter, densitatea 
fluxului de termoconvectie laterală si creşterile de sarcină piezometrică, 
side temperatură la distanta de 50 m faţă de tal Știind, că yas 
„apa stratului acvifer pc, = 4,2 - 10° J/ni*- AC 


2S Rezolvare: Se aplică, mai. întâi formulele. (7. 41) gi. (7.42) 
în care R=12. m/z, 5 ᾱ--1 18 Wim. °K, M=10 nn 90452. 105 J/m3. 


N 
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°K, a = 20 m, r= 80 m, % = 0,50 m, s, = 0,49 m, 0, = 
= 2,00°K si 0, = 1,64°K, de unde rezultă că , 
12-10- (0,50 — 0,49 17 i 
4253211070900 049)... 95 σα ΑΕ 19 
80 — 20 SI 7 m 8 


si respectiv 


4.2 «104. 0,23148 - 10-6 (2,00—1,64) 


Ὢ — eee 
do 4,2.10€.0,23148.10—% 4,2+10€.0,23348.10—4 νο) 


10 te 1,13-10 af e 1415-10 
7 
= 0,196 73 -- 
m? 


Apoi, pentru 2 = 50 m, se aplică formulele (7.38), (7.39) si (7.40) 
din care se obtine respectiv : 


“4,2: 10*.0,23146-107* w 
q = 0,19673-e LBA = 0,00266 mi , 
0,02 ),02 
iz. 90,50 — ο ή (50 — 20) = 0,49 + Yu. (80 — 50) == 0,495 m 
12-10 12-10 i 
gi | 
6. 4,2-104.0,23148-107 *, 4,2-108.0,23148.10~* 
0--2.00— .. 10.0496:3 — (e: 13: πας 1,13-10 ο) 
00 75-10% 0,23148-10-¢ 
LI 4,2-10*.0,23148.107* ,2:10*.0,23148.107* 
—1,64-- 10.0,19615 ( 1,13-10 Eee 1,13-10 *j E 


4,9-105-0,23148-10-* ^ 
— 1,66533^K. 


7.52. Într-un strat acvifer orizontal sub presiune omogen $i izotrop 
cu conduetibilitatea termică de 1,2 W/m-^K $i grosimea uniformá 


de 90 m se injectează cu debitul de 86,1 m?/zi apă mai caldă cu 


10,00°K decit a sa printr-un put cu raza de 0,15 m considerat perfeet 
atit după gradul de deschidere cit gi după modul de deschidere în 


. eare se menţine 0 creştere staţionară a sarcinii piezometrice de 0,70 m. 
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Într-un: piezometru „situat la distanţa de. 15:m faţă de- puţul de 
injecție sînt măsurate ‘creşteri’ &tatiohare! ale sareinii piezometrice 
şi temperaturii de 0,38 m οἱ respectiv de 0, 10°K. Presupunind cá 
hidrótermoconyeetia.. este Stationará éonservativa si cunoscind cá 
pentru apa stratului acvifer pc, = 4,22 - 108 J [m3 °K, să se calcu- 
leze conductibilitatea hidraulică a stratului acvifer si fluxul de termo: 
convecţie tr ansmis. acestuia prin peretele putului. 

Rezoly: are. Prin intermediul formulelor (7. ap. si iu. 52) 
preluate sub fomno: ἘΠ 


"s 


SE Pi ο 
E 2π (5 T3 5) To. 


si 


εν 


cu = 86, 4 m3/zi = 0,001 m?/s, M = 20 m, oc, = 4,22-10* J/m?-^K, | 


423,2 Wim: κ. πὴ --0.6 mr = 15m, sy = 0,70 m, $= )0,38-m, 
0, = 10,00°K si 0 = 0,10°K, rezultă că: - 


(cto adeo i-em sanies B 
το Ὁ 2er 20 (0,70 = 088) 5.015. - Zita 


ŞI | res ΠΠ 


4,23 - 105. 0,001 - (10,00 0,10). 
QNO cry ai UNES EATEN Te “E dms W. 
wld 6) MA E iT μι 
15 

πι 53, fntiin acvifer oniogen si izotrop ee presiune dezvoltat 
{zometric eu conductibilitatea termică de’ 1.1 “Win °K α΄ mär ginit 
‘la “partea - superioară printr-un acoperiş ' ‘orizontal se injectează 
eu debitul de 150 ms/zi ==1736,11-10-6 m/s apă mai- rece: eu 

20*K decit asa printr-un put cu’ talpă de raz% 0,1 m lă nivelul -acope- 
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risului presupus :impermeabil.: În.: condiţiile... hidrotermoconvectiei 
„staiționare:: conservative radial-sferice, Să se “evalueze fluxul „de - ter- 
puro prin talpa pufului, ştiind că pentru apa aeviferului 
= 4,21 - 105 J/m? : °K. 
Rezolvare. Considerind intervalul de 18.1 = rA XOT m 
unde 0.— 0 = — 20K la r —oo unde 6 — 0. si aplicind formula 
(7.65) sau (T. 67) din care se deduce. că 


geil pe alo, — 0) (00 pe Q 05 
© eg πε $ ε΄; = E) E: PDD, 
2ng M0 "Το ipae οποια TA Ra 


rezultă : 


qs mad Wel EE SA 
ΖΝ . εν +4,21-106.1736,11-10—-§ * 
: 21:.1,1.0,1 

ees 


271,2- 10-599 W, 


71.5.4. Un strat acvifer orizontal sub’ Mesane omogen si jizotrop cu 
conduetibilitatea hidraulică de 15 m/zi, conductibilitatea termică 
de 1,15 W/m* ^K şi grosimea uniformă de 5 m se alimentează cu apă 
“mai rece decit a sa,printr-o frontieră plană verticală, fiind. închis etans 
prin culcusul | si: acoperişul său şi reincălzit vertical corespunzător 
unei productivităţi medii de căldură proporţionale cu scăderea de 
temperatura. La distanţele de 50 m și 100 m faţă de frontiera de 
alimentare, în stratul aevifer se înregistrează respectiv valori ale 
creşterii sarcinii piezometrice de 1,0 m si 0,5 m, iar ale scăderii 
temperaturii de 9,9°K si 9,8"K. Considerind cá hidrotermoconvectia 
este staţionară si că pc,=4,2-10° J[m?-^K, să se calculeze fac- 
torul de reine: ălzire verticală (de  neconservativitate) si fluxul de 
termoconvectie laterală prin frontiera de alimentare. 
Rezolvare. Prin intermediul formulei (7.41) in care & = 
= 15 mjzi, M -- ὅ m; 7. =,50 πι, a, = 100 m, s, —1,0 m si 
S, —0,5 m, se găseşte mai intii cá debitul unitar al eurentului 
acvifer are valoarea Ἢ * í 


οκ κκ 25, Asno tE- 
'100':—50.; Zi 8 


. Aplicînd apoi formula (7.71) pentru αἱ =a, unde 0 —-0, $i pentru 
$ =2 unde 0 = 0, se obţin două relaţii din care, prin împărţire, 
“rezultă, : 4r 


ec. ec. 2 ww 
a ge [5 Z- + VC 20 fb 21 
ο ο ροής 1 24M7 ' B* | 


: ρε pc : 
VT EYE 
Y ^ ec 4 pc 2 acm ας 
ee as Ve zd E (272) 
—el «22 CPV) Bl 


Sau 


a= EE VES 
X: νο στρώση ] 
% Μία, rat 4,) | 


Intrucit EE 105 J/m?- °K, q = 8,68: 10-8 m2/s, X =1,15W/ 
]m:^K, M =5 m, a = 50 m, “p= 100 m, 0, — — 9,9°K şi 6, = 
= — 98 vom urmează că 


mi 


jt Arn — igre | 

lore 4,2 -10* -8,68 10” K TIT, ES σσ — 
ο 1,15:5(100— 50). ul 0100.— 50, i 

e 27,87 τα. 

| in sfirsit, utilizând formula (7. 72) în care. 


poa. .. 105.568 - 10-8 


EA a PAS Sa Pee =3, 1700 868 ahi 
M- εὐ, 214515... m 
i T T | | 
POZĂ y PCA P 
aus nate gm 
3, 6 | 3.1700868)? + —}— = 0,0002029 a 
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-se obtine: 


~ ___ 1,15 - 0,0002029: [(—9,9) — (—9,8)] 


e- 0,0002029.50 zZ e- 0,0002029.100 


—0,002335 A. 
ΙΑ” 


Ἡ. 5. 5. Într-un aevifer orizontal sub presiune omogen si izotrop cu 
conductibilitatea termică de 1,188 W/m-°K si grosime uniformă 
‘de 94 m se injectează cu debitul de 0,003 m*/s apă mai rece decit 
a sa printr-un put cu raza de 0,10 m considerat perfect din punct 
de vedere hidrodinamic. In condiţiile hidrotermoconvectiei statio- 
nare in care acviferul este inchis etanș prin culcusul si acoperişul sáu 
şi reîncălzit vertical corespunzător unei productivititi medii de cál- 
TU proporţionale cu scăderea de temperatură, să se evalueze fac- 
torul de reincălzire (de neconservativitate) si fluxul de termoconvectie 
prin peretele putului de. injecție, ştiind că pentru apa acviferului 
ec, = 4,21 - 105 J/m? -°K si că în două piezometre situate la distante 
de 56 m si 160 m fata de put se înregistrează respectiv valori ale 
scăderii de temperatură de 0,15°K si 0, LOR. 

Rezolvare. Se recurge la soluția (7.78) si la variabila 
r=B. (r/B) care se logaritmeaza sub formele 


peed) — ——— pr ca κ (s)] 
Ier aie | | 27 M(rBy+! z e| i) AB 


: = op 


"unde, potrivit cu (7.75), ordinul v are valoarea 
—4,21-109-0,003 — 
: dr. 1188-94 . 


Astfel. se evidenţiază, pentru Qo/[277 I(r, [B +1] = const. şi B= 
const., translatia fără rotaţie a curbei reprezentative a scăderii de 
temperatură bor ab. funetiei 


lg(—0) = fi (lg 2) 
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fata de curba teoretică corespunzăt oare functiei 


[81 ο] 


ale cărei valori uzuale pot fi calculate imediat pe baza tabelului. 1.9, 
aşa cum: se prezintă în tabelul 7.6. Prin urmare, dacă se trasează, 
curba teoretică într-un sistem de coordonate. în care sint înscrise pe 


Tabelul 7.6. 


Valorile uzuale calculate” pentru. functia (r/1B)° Ky(r/R) si pentru logaritmul său zecimal 


Y DES DEE «p σα] 
j ri BU INE | BJ ^ EUS ARAM 


? 


B 
0,2 10,30913- 109 . —-0,69897' 7,01322 
0,4 /10,27029- 106 : —0,89794 5: : 7101158; 
0,6 10,20669- 106 | : —0,22185 f 700889 
0/81. . 10,11775- 105 " —0,09691 7,00508 ' 
UMgvo bi 1} 10,00500 - 105: :0,00000 7,00022 
1,2 9,86858 - 109 0,079018 ... | 6,99425 
: 1,4 9, 71109 - 109 0114613 f 6,98727 
1,6. 9,53275 - 109 0,20412  . 6,97922 
1,8. 9,33458 - 105 . W.25527 ÎL 6, 97009 
2,0 3 .9,11870- 109 . |< «030108: 6, 95995 
 T32,24 8,88693- 10° 0,342432 6, 94875 
2 £0 ϱ 64081: 106 0,38021 . 6,93655 
2,6 - 8,38152 - 105 "0,41497 6,92332 
2,8 8, 11133 - 106 0,44716 . 6, 90909 
3,0 7, 83286: 106 0,47712 6,89392 
3,2 7,54670; 106 * -0,50515: 6,87776 
3,4 7, 25447 - 108 0,53148 6, 86061 
3,6 6, 95879 109 0,55630 6, 84253 
3,8 6,66101 - 105 , 4,0,57978 " 6,82354 
4,0 6,36249 - 109 0,60206 i 6; 80363 
σι 6, 06428 - 109 0, 62325 6, 78278 
4,4 5, 75638 - 109 0,64345 6, 76015 
4,6 -5,47642 - 108 i 0,060276- 6,73850 
4,8 : 5,18859- 109 ‘0; 68124 6, 71505 
5,0 4,90507 - 109 0,69897 6,69065 


ας able. lg (riB) şi pe ordonată valorile le. [(7/B) PK, (7/B)] din 
tabelul 7.6 (fig. 7.7, a), iar punctele. curbei reprezentative. a scăderii 
de temperatură într- un acelasi sistem de coordonate în care sint 
înscrise pe abscisă valorile lg r si pe ordonată .valorile lg (— 0) 


844: 


date respectiv prin lg », —1g 56 = 1,74819 si lg (— 6); = 1g 015 = 
= — 0,82391; lg r, =lg 160 = 2,20412 si lg (—0), = — 1,00000 
(fig. 7.7, b), atunei'se pot suprapune si glisa punctele curbei repre- 
zentative a scăderii de temperatură pe curba teoretică, mentinind 
axele de coordonate paralele, pind la suprapunerea optimă a acestora, 


(e 


Fig. 77. eni teoretică (a) si punctele curbei reprezentative a scăderii de temperatură 
(b) pentru interpretarea datelor din aplicația 7.5.5. 
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Pentru oricare punct de pe intervalul de suptapugere optimă, coor- 


donatele | i id A 
f phe f rS rq) 
µε) (Ga) Gel} 


lg Tinie, Ig (—0) - 
constituie un set de patru valori μπα pentru calculul par ame- 
trilor wee 
ri " 9 4 "η "Y 
le a ορ ων ει) | J 
27% M(ryB)?| . D^ NB) I. 
s | | 


Spre exemplu, potrivit figurii T. 7, pentru punetul 5 ales cu. coordona- 
tele 


lg r = 2,00; lg (— ϐ)-- — 0,88 
se obţine: | 
mm | 
27% Μα) J] ^ RA 
lg B = 2,00 — 0,36 —1,64, 
adica 


P)O punia g 51- 10- so 
275 Mira Bo 


B = 43,65 m. 


946. 


Întrucît * = 1,188 W/m -°K, M —94m' = rH = 0,10/43,65 = 
= 2,29095 - 10- 5 urmează cá. "Wm 


Qo — 27: 1,188 o: (2,2095 + 10-5) - 1,51-10-9 = 4,21946- 10-22 W. 
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Cota vecí 3 Prețul 


Am scris prezenta carte de iniţiere cu speranța 

cà voi reusi să trezesc interesul specialistilor 

noștri pentru punerea şi rezolvarea problemelor 

de termodinamică a cruste: terestre, intr-o ase- 

menea măsura incit sa asigure prionitote ștunței 

româneşti intr-un domeniu de mare interes pe 
plan mondial. 
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